
http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

1 

 

Министерство сельского хозяйства РФ 

 

Департамент научно-технологической политики и образования 

 

ФГБОУ ВПО «Волгоградский государственный  

аграрный университет» 

 

Кафедра высшей математики 

 

 

 

 

 

Ветренко Екатерина Александровна 

Вахнина Ольга Владимировна 

Клочков Юрий Васильевич 

 

 

 

 

 

 

 

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ 
Учебное пособие 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Волгоград 

ИПК «Нива» 

2012 

http://ischanow.com/teoriya-polya.html


http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

2 

 

УДК 514.742.4 

ББК 22.151.5 

В - 50 

 

 

 

  ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ПОЛЯ. Учебное пособие. Сост. Е.А. Ветрен-

ко, О.В. Вахнина, Ю.В. Клочков; ВолГАУ: Волгоград, 2012 – 96с. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Пособие содержит теоретический материал по теории поля с подроб-

ным изложением разобранных практических задач. Приведены варианты 

контрольных работ, а также задач для самостоятельного решения. Рекомен-

довано для студентов, обучающихся по направлению 280100 «Природообуст-

ройство и водопользование». Может быть полезно для студентов, обучающихся 

по направлению 120700 «Землеустройство и кадастры». 
 

Рекомендовано методической комиссией факультета электрификации 

сельского хозяйства ВГСХА протокол № 3 от 12.11.2010 г. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

         

 

УДК 514.742.4 

ББК 22.151.5 

В - 50 

 

© Ветренко Е. А., 2012 

© ИПК ФГБОУ ВПО ВолГАУ «Нива», 

2012 

 

 

http://ischanow.com/teoriya-polya.html


http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

3 

 

СОДЕРЖАНИЕ                                
                                                                                                               Стр. 

 

 Введение в теорию поля                                                                    4 

1. Скалярное поле                                                                                  6 

1.1. Поверхности и линии уровня скалярного поля                      6 

1.2. Производная по направлению                                                 9 

1.3. Градиент скалярного поля                                                      12 

Вопросы для повторения                                                                  20     

Контрольная работа по разделу «Скалярное поле»                       21 

2. Векторное поле                                                                                  31 

2.1. Векторные линии векторного поля                                         31 

2.2. Поток векторного поля                                                            35 

2.3. Дивергенция векторного поля                                                  

Теорема Остроградского – Гаусса                                          40 

2.4. Циркуляция векторного поля                                                  46  

2.5. Ротор векторного поля. Терема Стокса                                  49 

2.6. Простейшие векторные поля                                                    56 

Вопросы для повторения                                                                   61 

Контрольная работа по разделу «Векторное поле»                        62 

Варианты индивидуальных заданий                                                 78 

Список рекомендуемой литературы                                                  84  

Приложения                                                                                        85 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://ischanow.com/teoriya-polya.html


http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

4 

 

 

ОТ АВТОРОВ 

 

Раздел «Теория поля» является одним из наиболее важных разделов 

курса «Математики» предусмотренного рабочим учебным планом подготов-

ки бакалавров по направлению 280100 «Природообустройство и водопользова-

ние». Многие математические понятия этого раздела используются в специальных 

дисциплинах данного направления обучения студентов. Глубокое овладение тео-

ретическими основами указанной специальности и, как следствие, становление 

грамотного выпускника – бакалавра не возможно без знания и понимания сущно-

сти многих математических понятий. Раздел «Теория поля» позволяет показать 

студентам важную прикладную направленность и практическую значимость курса 

математики в овладении их будущей специальности. 

В соответствии с ФГОС третьего поколения около 50% всей трудоемкости 

изучаемой дисциплины отводится на самостоятельное изучение. Данное учебное 

пособие предназначено как для аудиторной, так и для внеаудиторной работы сту-

дентов, призвано помочь в самостоятельном изучении рассмотренного ниже раз-

дела математики.  

 

 

 

ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ ПОЛЯ 

 

 

 Теория поля – крупный раздел физики и математики, в котором изуча-

ются скалярные, векторные, тензорные поля. 

 К рассмотрению скалярных и векторных полей приводят многие задачи 

физики, электротехники, механики, гидравлики и других технических дисци-

плин. При решении этих задач рассматривают величины, значения которых 

определятся положением выбранной точки и моментом времени. Если эта 

величина принимает числовые значения, то, с математической точки зрения, 

задана скалярная функция точки и времени. Если значения этой величины 

векторные, то считают, что задана векторная функция.  

 Полем называется область V пространства, в каждой точке которой 

определено значение некоторой величины. Если эта величина скалярная, то 

поле называется скалярным. Если величина векторная, то поле называется 

векторным. Скалярные и векторные поля – математические модели кон-

кретных процессов и явлений.  

Примерами скалярных полей являются поля температур (воздуха, тела 

и т.д.), атмосферного давления, плотности (массы, воздуха и т.д.), электриче-

ского потенциала и т.д. Примерами векторных полей являются поле силы 

тяжести, поле скоростей частиц текущей жидкости, магнитное поле, поле 

плотности электрического тока и т.д.  
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 Если величина, характеризующая поле, не зависит от времени, а зави-

сит только от положения точки, то поле называется стационарным. Мы бу-

дем рассматривать только стационарные поля. 

История возникновения теории поля. 

Возникновение векторного исчисления или теории поля связано с по-

требностями механики и физики. В начале 19 века происходит новое значи-

тельное расширение области приложений математического анализа. Если до 

этого времени основными разделами физики, требовавшими большого мате-

матического аппарата, оставались механика и оптика, то теперь к ним при-

соединяются электродинамика, теория магнетизма и термодинамика. Полу-

чают широкое развитие важнейшие разделы механики и непрерывных сред, 

из которых только гидродинамика несжимаемой идеальной жидкости была 

создана ещѐ в 18 веке Д. Бернулли, Л. Эйлером, Ж. Д'Аламбером и 

Ж. Лагранжем. Быстро растут математические запросы техники и баллисти-

ки. В начале 19 века в качестве основного аппарата новых областей механики 

и математической физики усиленно разрабатывается теория дифференциаль-

ных уравнений с частными производными и особенно теория потенциала. В 

этом направлении работает большинство крупных аналитиков начала и сере-

дины 19 века – К. Гаусс, Ж. Фурье, С. Пуассон, О. Коши, П. Дирихле, 

Дж. Грин, М.В. Остроградский. Последний заложил основы вариационного 

исчисления для функций нескольких переменных, нашел знаменитую фор-

мулу преобразования тройных интегралов в двойные и еѐ n – мерное обоб-

щение. Он также усовершенствовал теорию замены переменных в кратных 

интегралах, получив по существу те результаты, которые были для общего n 

– мерного случая позднее компактно сформулированы К. Якоби. 

В результате исследования по уравнениям математической физики в 

работах Дж. Стокса и других возникает векторный анализ, одной из основ-

ных формул которого является формула Остроградского. Векторный анализ – 

это раздел векторного исчисления, в котором изучается средствами матема-

тического анализа векторные и скалярные функции одного или нескольких 

аргументов (векторные поля и скалярные поля). Для характеристики данных 

полей вводится целый ряд понятий, часть которых приведены в данной рабо-

те: линии уровня и векторные линии, векторные трубки, градиент скалярного 

поля, циркуляция, дивергенция и вихрь векторного поля. 

Приложение векторного анализа широко используется в прикладной 

физике: уравнение непрерывности и уравнение движения идеальной жидко-

сти (гидродинамика), уравнение распространения звука (теория волн), урав-

нение теплопроводности (термодинамика), уравнения Максвелла или теле-

графное уравнение (электродинамика). 
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1. СКАЛЯРНОЕ ПОЛЕ. 

 

 Определение: Стационарным скалярным полем называется область V 

пространства, в каждой точке M(x;y;z) которой определена скалярная функ-

ция u = u(M) = u(x;y;z). 

 Функция u(M) независимо от ее физического смысла называют потен-

циалом скалярного поля.  

 Основными характеристиками скалярного поля являются поверхности 

(или линии) уровня, производная по направлению и градиент. 

 

 

1.1. Поверхности и линии уровня скалярного поля. 

 

 Определение: Поверхностью уровня скалярного поля называется мно-

жество точек этого поля, в которых функция u(M) принимает постоянное 

значение, т.е. u(x;y;z) = C (C = const). 

 Придавая константе С  различные значения, получаем различные по-

верхности  уровня, которые в совокупности как бы расслаивают поле. Через 

каждую точку поля проходит только одна поверхность уровня. Семейство 

поверхностей равного уровня даѐт наглядное представление о скорости из-

менения поля: на участках поля, где поверхности располагаются близко друг 

от друга, скорость изменения поля будет больше, чем там, где эти поверхно-

сти располагаются дальше друг от друга. 

Если задано плоское скалярное поле u = u (x; y), то равенство  

u (x;y) = C, определяет не поверхности, а линии уровня. Известные из 

физики изотермы (линии равной температуры), изобары (линии равного дав-

ления), эквипотенциальные линии (линии равного потенциала) являются 

примером линий уровня в различных плоских физических скалярных полях. 

Если потенциал скалярного поля задает уровень точек земной поверхности 

по отношению к уровню моря, то линии уровня – это горизонтали топогра-

фической карты. Они соединяют точки с одинаковыми высотами земной по-

верхности и наглядно описывают рельеф местности. В метеорологии, напри-

мер, линиями уровня являются сети изобар и изотерм (линии одинаковых 

средних давлений и одинаковых средних температур).  

 

 Пример 1: Найти поверхности уровня скалярного поля 
22);;( yxzyxu  . 

 Решение: Поверхности уровня определяем из равенства Cyx  22
. 

Данное равенство задает множество цилиндров, образующие которых 

параллельны оси oz. Из записанного равенства следует, что константа С при-

нимает только неотрицательные значения.  

http://ischanow.com/teoriya-polya.html


http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

7 

 

При С = 0 получаем x=y=0, т.е. это ось oz.   

Построим поверхности уровня при С = 1 и С = 4. 

При С = 1получаем уравнение 122  yx - это цилиндр в основание 

которого лежит окружность с центром в начале координат единичного ра-

диуса. 

При С = 4 уравнение принимает вид 422  yx - в основании цилиндра 

окружность радиуса R = 2. 

Изобразим поверхности уровня графически (рис. 1.1). 

 
  

 Таким образом, поверхностями уровня данного скалярного поля явля-

ется совокупность цилиндров, образующие которых параллельны оси oz, стя-

гивающихся к оси oz при С стремящемся к нулю. 

 

 Пример 2: Построить линии уровня скалярного поля  

yxyxu 2);( 2   при С = 0; С = 2; С = -2. 

 Решение: При С = 0 получаем уравнение линии уровня 022  yx  

2

2x
y  - это уравнение параболы, симметричной относительно оси oy, с вер-

шиной в начале координат. 

 При С = 2 получаем, что 1
2

22
2

2 
x

yyx - парабола, смещенная 

по оси oy на 1 единицу вниз. 

 При С = -2 получаем 1
2

2


x

y - парабола, смещенная по оси oy на 1 

единицу вверх. 

 Построим график полученных линий уровня (рис.1.2). 

                            z 

 

 

 

 

 

 

                             1    2                    y 

       

 

 

      x 

                     рис. 1.1  
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Упражнения для самостоятельного решения: 

 

В следующих задачах найти уравнения и построить линии уровня ска-

лярного поля: 

1. 
22 yx9u   

2.  )sin( 22 yxu   

3. xyu   

 

Найти уравнения и построить поверхности уровня скалярного поля: 

4. 
22

arcsin
zy

x
u


  

5.  
z

yx
u

22 


 

6. 
1z4y3x2

1
u


  

7. 
z

yx
arctgu

22 
  

8. 

















22
arccos

yx

z
u  

9.  222ln zyxu   

10. 
22 yx

z
u


  

 

Построить линии уровня скалярного поля при заданных значениях ска-

лярной функции U(x;y;z) 

11. 

  yx

x
arcsinu


   

Построить линии уровня для u= 0, u=
6

π

 
12. 

  
224 yxu 

 
 

                         y 

  

                            

                          1 

                                                     x 

                         -1 

 

                        рис. 1.2 
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Построить линии уровня для  u=3,u=4. 

13.    xyu 42  .  

Построить линии уровня для u=0, u=4, u=8. 

 

 

 

1.2. Производная по направлению. 

 

 Рассмотрим скалярное поле, определяемое скалярной функцией u(M). 

Возьмем в поле точку М0 и выберем некоторое направление, определяемое 

единичным вектором 0 . Через точку М0 проведем прямую l  параллельно 

вектору 0 и возьмем на этой прямой произвольную точку М. Обозначим че-

рез u разность: )()( 0MuMuu  , т.е. приращение потенциала, а через 

l - длину MM 0
. Тогда отношение 

l

u




определяет среднюю скорость изме-

нения потенциала u(M) в направлении вектора 0 или прямой l . 

  

Определение: Производной функции u = u(M) в точке М0 по направле-

нию l  называется предел 
l

u

l

u
Lim

l 








 0
. 

 Производная по направлению характеризует скорость изменения по-

тенциала скалярного поля в точке М0 в заданном направлении. Причем, если 

l

u




>0, то в данном направлении потенциал скалярного поля возрастает, если 

l

u




<0, то потенциал убывает, если 

l

u




=0, то потенциал сохраняет постоян-

ное значение. 

 Определение производной по направлению носит инвариантный харак-

тер, т.е. не зависит от выбора системы координат. 

 Пусть в пространстве задана декартова система координат и функция 

u(M) = u(x;y;z) дифференцируема в точке M0(x0;y0;z0). Тогда производную по 

направлению находят по формуле: 

  coscoscos

0000 MMMM l

u

l

u

x

u

l

u



















,                                     (1.1) 

где  cos;cos;cos - направляющие косинусы вектора 00 MM . 

 Если задано плоское скалярное поле, то производную по направлению 

можно найти по формуле:  

 сos
l

u

x

u

l

u

MMM 000

cos














                                                         

(1.2) 

 

Или по формуле:    
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 sincos

000 MMM l

u

x

u

l

u














                                                       (1.3)                                                   

 Замечание: Формула (1) для вычисления производной по направлению 

справедлива и в том случае, когда точка М0 стремится к точке М по кривой, 

касательная к которой совпадает с прямой l . 

  

Пример1:  Найти производную поля u(M) = х
2
 - у

2
 в точке  по 

направлению   

Решение. Вычислим направляющие косинусы вектора :  

. 

Следовательно,  ,   . 

Найдѐм частные производные функции u(M)  в указанной точке А: 

 ;     

По формуле (1.2) вычислим производную по направлению: 

 

Здесь отрицательный знак производной поля указывает на то, что в 

данной точке в направлении данного вектора поле убывает. 

 

Пример 2: Найти производную функции 222 zyxu   в точке 

)6;3;2(
1
M  по направлению к точке )4;1;1(

2
M . 

Решение: 

Найдем частные производные функции u :  

222 zyx

x

x

u







 ; 

222 zyx

y

y

u







; 

222 zyx

z

z

u







.  

Тогда значения частных производных в точке 
1

M равны:  

 

  7

2

632

2

222

1 









x

Mu ;  

 

  7

3

632

3

222

1 







y

Mu ;  

 

  7

6

632

6

222

1 







z

Mu
. 
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Найдем координаты вектора     2;2;164;31;21
21

MM . 

Его длина равна     3221
222

21
MM .  

Тогда единичный вектор имеет координаты:  

 Следовательно, 
3

2
cos;

3

2
cos;

3

1
cos   . 

По формуле (1.3) получаем: 

  
 

21

20

21

12

21

6

21

2

3

2

7

6

3

2

7

3

3

1

7

21 






















l

Mu
. 

 Так как производная по напралению отрицательна, то в данном на-

правлении скалярное поле убывает 

 

Пример3: Вычислить производную функции  xyarctgz   в точке 

)1;1(
0

M , принадлежащей параболе 2xy  , по направлению касательной к 

этой кривой (в направлении возрастания абсциссы). 

 

Решение: За направление  параболы 2xy   в точке )1;1(
0

M  берем на-

правление касательной к параболе в этой точке.  Это направление определя-

ется углом  , который касательная составляет с осью Ox . Известно, что тан-

генс угла наклона касательной в некоторой точке равен значению производ-

ной функции в заданной точке. 

 Так как 212)1(,2  ytgxy  .  

По тригонометрическим формулам школьного курса алгебры находим: 

5

52

5

2

21

2

1
sin

;
5

5

5

1

21

1

1

1
cos

22

22

























tg

tg

tg

. 

Найдем частные производные функции z  в точке 
0

M :  

 
   

;
2

1

111

1

1
22

0

0












M
xy

y

x

Mz
  

 
    2

1

111

1

1
22

0

0












M
xy

x

y

Mz
. 

По формуле 
     

 coscos 000

y

Mu

x

Mu

l

Mu














 получим: 

 
10

53

5

52

2

1

5

5

2

10 




l

Mu
. 

 

 

 

http://ischanow.com/teoriya-polya.html


http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

12 

 

Упражнения для самостоятельного решения: 

 

Найти производную заданного скалярного поля по заданному направлению: 

1. u = 8x
2
y

3
 +x

2
z

3 
в точке Mo (1, 0, -1) по направлению к точке M(2,-4,3); 

2. u = x
2
y + 2xz

2
 в точке Mo (1, 1, -1) по направлению к точке М(2,-1,3); 

3. u = zarctgyyx 2 в точке М(3,-2,1) по направлению вектора  

I = 4i-3k ; 

4. u = zarctgyyx 2  в точке М(3,-2,1) по направлению вектора 

 I = 4i-3k;     

5. u =  122  zlnzyx в точке М(1,1,2) по направлению к точке К(-3,1, -2). 

6. 2222 zxyxu   в точке )4;0;3(M  в направлении нормали к по-

верхности 05835122 222  zzyxx , образующей острый угол с 

осью Oz  

7. zxyxu 22 )3ln(   в точке )2,3,1(
1

M  по направлению к точке )0,5,0(
2

M  

8. 22 yxu   в точке )4,3(
0

M  по направлению: а) вектора )1,1(a


; б) ра-

диуса-вектора точки 
0

M ; в) вектора )3,4(s


. 

9. 









x

y
arctgu  в точке )2,2(

0
M  окружности xyx 422   вдоль дуги 

этой окружности. 

10.   yzxzxyu  ln  в точке )1,1,0(
0

M  по направлению окружности 

1;sin;cos  ztytx . 

 

1.3. Градиент скалярного поля 

 

Рассмотрим формулу для нахождения производной по направлению 

скалярного поля: 

 

 coscoscos

0000 MMMM l

u

l

u

x

u

l

u



















 

 

Вторые множители в каждом слагаемом являются, как известно, проек-

циями единичного вектора 0 , направление которого совпадает с направле-

нием прямой:    .cos,cos,cos0   

Возьмем теперь вектор, проекциями которого на оси координат будут 

служить значения частных производных 
дz

дu

дy

дu

дx

дu
 и ,  в выбранной точке  

М (x, y, z). Назовем этот вектор градиентом функции u (x, y, z) и будем обо-

значать его символами grad u или u. 
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Определение: Градиентом скалярного поля u (x, y, z) называется век-

тор, проекциями которого на координатные оси служат значения соответст-

вующих частных производных этой функции, то есть 

 

. k
дz

дu
j

дy

дu
i

дx

дu
ugrad 

                                                     (1.4)
 

 

Проекции градиента зависят от выбора точки М (x, y, z) и изменяются с 

изменением координат этой точки. Таким образом, каждой точке скалярного 

поля, определяемого функцией поля u (x, y, z), соответствует определенный 

вектор – градиент этой функции. Отметим, что градиент линейной функции 

u=ax+by+cz+d есть постоянный вектор: grad u=ai+bj+ck. 

Пользуясь определением градиента, формуле для производной по на-

правлению можно придать такой вид: . 0 ugrad
дl

дu
 

Следовательно: 

Производная функции по данному направлению равна скалярному 

произведению градиента функции на единичный вектор этого направления. 

Теорема.  Производная поля в каждой точке М по любому направле-

нию   есть проекция вектора grad u на направление : 

 

Доказательство  непосредственно следует из определения градиента 

и формулы  для вычисления производной по направлению: 

 

Из данной теоремы следует, что производная  скалярного поля по дан-

ному направлению равна также: 

,cos| | ugrad
дl

дu
  

где φ – угол между вектором grad u и прямой l (рис. 1.3.). 

Отсюда сразу следует, что производная по направлению достигает наи-

большего значения, когда 1cos  , то есть при 0 .  

Это наибольшее значение равно |grad u|,  

то есть:                                                                     (1.5)       
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рис. 1.3 

 

       

Итак, |grad u| есть наибольшее возможное значение производной по на-

правлению  в данной точке М, а направление вектора grad u совпадает с 

направлением луча, выходящего из точки М, то есть направление градиента 

есть направление наискорейшего изменения (возрастания или убывания) 

функции.  

Направление градиента функции u (x, y, z) в каждой точке совпадает с 

направлением нормали к поверхности уровня скалярного поля, проходящей 

через эту точку (рис. 1.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.4 

 

Градиент в каждой точке перпендикулярен касательной плоскости к 

поверхности уровня, проходящей через данную точку, то есть его проекция 

на эту плоскость равна нулю. Следовательно: 

Производная по любому направлению, касательному к поверхности 

уровня, проходящей через данную точку, равна нулю. 

Укажем теперь некоторые свойства градиента функции, часто облег-

чающие его вычисление. 

 

 
P 

0

, 
∇u  

φ  

O 

 

 

 

z 

y 

x 

u(x,y,z)=uo 

Мо 

grad u  

O 

z 

y 
x 
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Дифференциальные свойства градиента: 

1)  

2)  

3)   

4)   

Все эти формулы доказываются, исходя из известных правил диффе-

ренцирования и формулы  для вычисления градиента. 

В математической теории поля широко используют символическое вы-

ражение, обозначаемое 


  ("набла"): 















 k

z
j

y
i

x
, напоминающее по 

форме вектор, разложенный по базисным ортам 


kji ,, , где вместо координат 

вектора записаны операторы дифференцирования 
zyx 










,, . Это выражение 

называют векторным дифференциальным оператором или оператором Га-

мильтона. Применим оператор Гамильтона к записи градиента и его свойств: 

1) ; 

2)  

     3)  

     4)  

     5)   

В плоском поле u=u (x, y):   
                        (1.6)  

                             
 

 Если в плоском поле построена достаточно густая сетка линий уровня 

(рис. 1.5), то можно с некоторым приближением графически определить мо-

дуль и направление градиента. Направление градиента будет перпендикуляр-

но к линии уровня. Производная в этом направлении будет при достаточно 

малом h приближенно равна       ,
)()(

00

0

MM

h

MM

MuMu

дl

дu



  

где Мо – точка линии уровня u (x, y)=C, a М – точка линии уровня  
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u (x, y)=C+h. Величина h известна, а длина отрезка МоМ может быть измере-

на на чертеже как расстояние по нормали между соседними линиями уровня. 

Производная же по направлению градиента равна его модулю, и поэтому 

. 
0MM

h
ugrad 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

            Рис. 1.5 Направление градиента в плоском поле 

 

 

Пример 1: Найти градиент скалярного поля 
22 yx4yxu ),(  

в точке М(2; 1). 

Решение. По формуле (1.6): 










 j

y

u
i

x

u
ugrad . 

 Вычислим частные производные 
y

u
и

x

u








 в указанной точке:  

;
3

1

4
)(;

3

2

4
)(

2222

















yx

y
М

y

u

yx

x
М

x

u

 

Тогда: 



 jiugrad
3

1

3

2
. 

  

Пример 2: Найти наибольшую скорость изменения поля 

  в точке  А(1, 1, 1). 

Решение. Найдѐм частные производные функции u(x, y, z) и вычислим 

их в точке А:  

  ; 

∇u  

∇u  

∇u  

C+3h 

C+2h 

y 

x 

O C+h 

C 
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Таким образом, получаем: 

,   

  

Пример3: Найти градиент скалярного поля xyz
x

y

z

x
u 2  в точке 

)1;1;1(
1

M . 

Решение: Используем формулу(1.4), получим: 

































 iyz

x

y

xz
k

z

u
j

y

u
i

x

u
Mugrad

M
MMM



1
111

2
2

1
)(

21
 

  















































 ikxy

z

x
jxz

yx
MM


112

1

1

121

1
22

2

1
22

11

 

 
 

kjikj
































2

5

2

3
112

1

1
112

121

1
2

. 

 

Таким образом kjiMugrad



2

5

2

3
)(

1 . 

 

Пример 4: Найти  величину и направление наибольшего изменения 

скалярного поля 222 575)( xyzzxyyzxMu   в точке )1;1;1(
0

M . 

Решение: Так как направление вектора градиента есть направление 

наибыстрейшего изменения скалярного поля, то найдем градиент данной 

функции в заданной точке:  
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  













 iyzzyxyzk

z

u
j

y

u
i

x

u
Mugrad

M
MMM



0

000

22

0
5710)(  

     kxyzxyyxjxzxyzzx
MM



00

10755145 2222
 

     ji


2222 1151111411511511711110  

  kjik


84811110117115 22  . 

 Таким образом, направление наибыстрейшего изменения скалярного 

поля определяется вектором . 

 Наибольшая скорость изменения этого поля равна: 

 
 

 

Пример 5: Найти угол между градиентами скалярных полей u(x,y,z) и 

v(x,y,z) в точке М, если   v = 
222 69 zyx  , u = xyz ,  M (

6

1

3

1
1 ,, ). 

Решение: Найдем градиенты скалярных полей u(x,y,z) и v(x,y,z) в ука-

занной точке М. 

 ;  ;  . 

Следовательно,  

;  ;   . 

Таким образом, . 

  

Как известно, угол между двумя векторами находят по формуле: 

 . 

 Примем = ;  . 

Тогда, скалярное произведение равно: 

 . 

 

. 

 Следовательно, получаем:  

  . 
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Упражнения для самостоятельного решения: 

 

В задачах 1-6 найти градиент данного скалярного поля u(x;y;z) в заданной 

точке. 

 

1. u = e
xy

 – yz
2
 в точке А(0;-1;1) 

2.  zyxxyzyxu(x,y,z) 42432 222  в точке М(0; 0; 0) 

3. 
432 33 yyyxu(x,y,z)  в точке М(1; 2; 1) 

4. 
zx

y
arctgu

2
  

5. 222 xyzzxyyzxu 
   

в точке М(1; 1; 1) 

6. u=x+ln(y
2
+z

2
) в точке М(1;-3;4). 

 

7. В точке О (0;0) найти направление, в котором функция z=xsiny + ycosx 

изменяется быстрее всего. 

 

8. Найти направление наибольшего изменения скалярного поля   

z=ln(x
2
+4y

2
) в точке М(6; 4; ln100).Чему равна наибольшая скорость 

этого изменения? 

9. Найти наибольшую скорость изменения скалярного поля u=x
y
 -3xz

2
 в 

точке М(2; 2; 4). 

10.  Каково направление наибольшего изменения функции  

u(x,y,z)=xsinz – ycosz в начале координат? Найдите наибольшую ско-

рость изменения этого поля в начале координат. 

11.  Скалярное поле задано функцией 
yx

x
u


 arcsin . Найти угол между 

градиентами этого поля в точках А(1; 1) и В(3; 4). 

12.  Даны функции xyyxvyxu 33,22  . Найти угол между гради-

ентами этих функций в точке М (3; 4). 

13.  Найти угол   между градиентами скалярных полей  v = 
zyx 22

3326
 ,     

u = 
32

2

zy

x

 

в точке M (
2

3
22 ,, ).  

14.  Найти градиент и производную по направлению скалярного по-

ля
222 23

2

3
zyxu   в точке 














2

3
;

3

1
;2

0
M    
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Вопросы для повторения: 

 

1. Какие математические поля Вы знаете?  

2. Какое поле называется стационарным? 

3. Сформулируйте определение скалярного поля. Приведите примеры 

скалярных полей. 

4. Перечислите основные характеристики скалярного поля. 

5. Что называют поверхностями уровня скалярного поля? Что характери-

зуют эти поверхности? 

6. Какие линии называют линиями уровня скалярного поля?  Приведите 

примеры линий уровня. 

7. Что называется производной по направлению скалярного поля? Как 

она вычисляется в случае пространственного и плоского скалярного 

поля? 

8. В чем заключается смысл производной по направлению скалярного по-

ля? 

9. Сформулируйте определение градиента скалярного поля. Как находит-

ся  градиент в заданной точке? 

10.  Как направлен градиент скалярного поля? Как изменяется производная 

скалярного поля по направлению градиента? 

11.  Сформулируйте дифференциальные свойства градиента скалярного 

поля. 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО РАЗДЕЛУ «СКАЛЯРНОЕ ПОЛЕ» 

 

 

 

Вариант 1 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
22

12

yx
u


 . 

Построить линии уровня для u=1, u=3. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U=   2
3

222 zyx  ,   I = i-j+k,    М(1,1,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

v(x,y,z)  = 33
3

636
2

zy
x

    и      u(x,y,z) = 
2

2

x

yz     в точке       M (
3

1

2

1
2 ,, ). 

 

 

Вариант 2 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией xyu  2
.  

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U=  22 yzlnx  ,   I = -2i+j-k,    М(2,1,1). 

2.1. Найти угол между градиентами скалярных полей   

 v(x,y,z) = 
zyx

3

9

664
    и   u(x,y,z) = 32 yzx     в точке M (

2

3

3

1
2 ,, ). 

 

 

Вариант 3 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией  
2

3

x

y
u


 .  

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U= 22 zxyyx  ,   I = 2j-2k,    М(1,5,-2). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей 

 v(x,y,z) = 
3

4

22
29

33
3 zy

x     и   u(x,y,z) = 
2

3

xy

z     в точке M (
2

3
2

3

1
,, ). 
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Вариант 4 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией yxu 32  .  

Построить линии уровня для u=0, u=3, u=6. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =   zarctgxlny  21 ,    I = 2i-3j-2k,     М(0,1,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

 v(x,y,z)= 
zyx 6

143
    и  u(x,y,z) = 

23yx

z     в точке  M (
6

1
21 ,, ). 

 

 

Вариант 5 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 122  xyu .  

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =  zarctgylnx  ,   I = 8i+4j+8k,    М(-2,1,-1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей 

 v(x,y,z) = 33
3

636
2

zy
x

     и   u(x,y,z) = 
2

2

yz

x     в точке  M (
3

1

2

1
2 ,, ). 

 

 

Вариант 6 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
22

2

yx

x
arcsinu


 . 

Построить линии уровня для u=
2

π
 . 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =   zxyxln 223  ,    I = -i+2j-2k,    М(1,3,2). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

u = 
2

2

xy

z
,  v = 2

2
2 23

2
23 z

y
x      в точке M (

3

2
2

3

1
,, ). 
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Вариант 7 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
22

2

yx

x
arctgu


 .  

Построить линии уровня для u=
4

π
 . 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =   xyzуxsin  2 ,    I = 4i+3j,    М( 3
2

3

2
,

π
,

π
). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
y

xz2 ,    v = 333 26666 zyx      в точке M ( 1
6

1

6

1
,, ). 

 

 

Вариант 8 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией xyu 42  .  

Построить линии уровня для u=0, u=4, u=8. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =  122  zlnzyx ,    I = 5i-6j+2 5 k,    М(1,1,2). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

u = 
x

yz2
,   v = 

zyx 3

2

2

6

2

6
       в точке  M (

3

1

2

1

2

1
,, ). 

 

 

Вариант 9 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
22

2

yx

x
u


 .  

Построить линии уровня для u=
2

1
, u=1. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = 223 zyx  ,    I = j-k,    М(1,-3,4). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
2

2

z

xy
,    v = 2

2
2 23

2
23 z

y
x      в точке M (

3

2
2

3

1
,, ). 
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Вариант 10 

 

1. Скалярное поле определено функцией 
22

1

yx
arcsinu


 .  

Построить линии уровня для u=
4

π
, u=

2

π
. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =
yx

yz

y

x


 ,    I = 2i+k,    М(4,1,-2). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
z

yx 23

,    v = 
zyx 6

143
      в точке M (

6

1
21 ,, ). 

 

 

Вариант 11 

 

1. Скалярное поле определено функцией 
22

1

yx
arctgu


 .  

Построить линии уровня для u=
4

π
, u=

3

π
. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = 29 zxy  ,    I = -2i+2j-k,    М(1,1,0). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
yzx2
1

,    v = 
zyx 3

1

9

224
     в точке M (

6

1

3

1
2 ,, ). 

 

 

Вариант 12 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 224 yxu  .  

Построить линии уровня для  u=3,u=4. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = zarctgyyx 2 ,    I = 4i-3k,    М(3,-2,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
32

2

zy

x
,    v = 

zyx 22

3326
     в точке M (

2

3
22 ,, ). 
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Вариант 13 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
yx

x
arcsinu


 .  

Построить линии уровня для u= 0, u=
6

π
. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =  yxarctgz  22    I = i+2j-2k,    М(1,2,-1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

u = xyz ,    v = 222 69 zyx       в точке M (
6

1

3

1
1 ,, ). 

 

 

Вариант 14 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
y

x
arctgu  .  

Построить линии уровня для u=
4

π
, u=

6

π
. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =   xyzyxln  22 ,    I = i-j+5k,    М(1,-1,2). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
zx

y
2

3

,    v = 
zyx 4

6

2

32
     в  точке M (

2

1

2

3

3

2
,, ). 

 

 

Вариант 15 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 222 yxu  .  

Построить линии уровня для u=2, u=4. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =
z

x
yx  ,    I = 5i+j-k,    М(-4,3,-1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = zxy2 ,    v = 2
2

2 26
2

3
2 z

y
x       в точке M (

6

1

3

2
1 ,, ). 
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Вариант 16 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
22

9

yx
u


 . 

Построить линии уровня для u=1, u=3. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U=   xyzxln 834 2  ,     I = i-j+k,    М(1,1,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
2yz

x
,    v = 

zyx 3

2

2

6

2

6
      в точке M (

3

1

2

1

2

1
,, ). 

  

 

Вариант 17 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией  xyu 22  . 

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U= zyyx  ,    I = -2i+j-k,   М(2,4,4). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
2

32

x

zy
,      v = 

zyx 22

3326
     в точке M (

2

3
,2,2 ). 

 

 

Вариант 18 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
2

4

x

y
u


 .  

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U=   xyzxln 452 2  ,    I = 2j-2k,     М(1,1,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
x

zy 32

,     v = 
zyx 2

3322

2

1
     в точке M (

2

3
2

2

1
,, ). 
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Вариант 19 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 22  yxu .  

Построить линии уровня для u=0, u=3, u=6. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = 222 5
4

1
zxyx  ,     I = 2i-3j-2k,     М(-2,

2

1
,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

u = 
2xz

y , v = 333 26666 zyx     в точке M ( 1
6

1

6

1
,, ). 

 

 

Вариант 20 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 122  xyu .  

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = yxxz 32  ,    I = 8i+4j+8k,     М(2,2,4). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
x

yz2
,     v = 

222 3zyx    в точке M (
3

1

2

1

2

1
,, ). 

 

 

Вариант 21 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
22

2

yx
arcsinu


 .  

Построить линии уровня для u=
2

π
, u=

6

π
. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = 2yzyx  ,     I = -i+2j-2k,     М(2,1,-1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

u = 
22

2

yx

z
,     v = 

2
22

2
22

3
z

yx
     в точке M (

3

2
2

3

2
,, ). 
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Вариант 22 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией   
22

2

yx
u


 .  

Построить линии уровня для u=2, u=8. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = xyzxln 4
13

1
7 2 








 ,     I = 4i+3j,    М(1,1,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
32

2

zy

x ,    v = 
3

8

22

333 zyx
     в точке M (

2

3
22 ,, ). 

 

 

Вариант 23 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией  22

4

yx
u


 .  

Построить линии уровня для u=1, u=4. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = xz
x

y
arctg 







 ,     I = j-k,     М(2,2,-1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

u = 32 yzx ,     v = 222 23
2

3
zyx      в точке M (

2

3

3

1
2 ,, ). 

 

 

Вариант 24 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 
2

4

x

y
u


 .  

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =   zxyxln  21 ,     I = 2i+k,      М(1,-2,4). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
3

2

z

yx
,     v = 

3

4

22
29

33
3 zy

x      в точке M (
2

3
2

3

1
,, ). 
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Вариант 25 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией  
x

y
u

2
 .  

Построить линии уровня для u=0, u=1, u=2. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = zyx  22 ,    I = -2i+2j-k,     М(3,4,1). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
zyx 2

1 ,     v = 2
2

2 26
2

3
2 z

y
x      в точке M (

6

1

3

2
1 ,, ). 

 

 

Вариант 26 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 224 yxu  .  

Построить линии уровня для u=5,u=3. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =   xyzyx  ,    I = 4i-3k,    М(1,1,-2). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
zxy

1
,   v = 222 69 zyx        в точке M (

6

1

3

1
1 ,, ). 

 

 

Вариант 27 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией   
yx

x
arcsinu


 .  

Построить линии уровня для u= 0, u=
6

π
. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U = 24 zxy  ,    I = i+2j-2k,    М(1,1,0). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
32zy

x
,     v = 

zyx 2

3322

2

1
      в точке M (

2

3
2

2

1
,, ). 
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Вариант 28 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией   
y

x
arctgu  .  

Построить линии уровня для u=0, u=
4

π
, u=

6

π
. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =  2
3

222 zyx  ,    I = i-j+5k,    М(0,-3,4). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = yzx2 ,    v = 
zyx 3

1

9

224
      в точке M (

6

1

3

1
2 ,, ). 

 

 

Вариант 29 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией 222 yxu  .  

Построить линии уровня для u=2, u=4, u=5. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =   22221 zxyxln  ,    I = 5i+j-k,    М(3,0,-4). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей  

u = 
2

32

x

zy ,     v = 
3

8

22

333 zyx
      в точке M (

2

3
22 ,, ). 

 

 

Вариант 30 

 

1. Плоское скалярное поле определено функцией xyu 42  . 

Построить линии уровня для u=0, u=4, u=8. 

2. Найти производную скалярного поля u(x,y,z) в точке М по направлению 

вектора I. 

U =  122  zlnzyx ,    I = 5i-6j+2 5 k,     М(1,1,2). 

3. Найти угол между градиентами скалярных полей   

u = 
3

2

y

zx ,     v = 3
33

38
3

22

2

3
z

yx


  

   в точке M (
2

1

2

3

3

2
,, ). 
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2. ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ 

 

Определение:  Векторным полем называется пространство или его 

часть,  в каждой точке М(х, у, z) которого задана векторная функция 


 kzyxRjzyxQizyxPMa ),,(),,(),,()( , 

где P(x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z) – скалярные функции координат точки М. 

Векторными полями являются поле магнитной напряжѐнности, поле 

скоростей (жидкости, газа); поле сил тяготения, в котором каждой точке про-

странства ставится в соответствие сила тяжести единичной массы, помещѐн-

ной в эту точку. 

Если одна из проекций вектора  на координатные оси равна ну-

лю, а две другие не зависят этой координаты, то векторное поле называется 

плоским. Например, плоское  векторное поле . 

Если координаты вектора  являются постоянными величинами, 

то векторное поле называется однородным. Однородным полем является, на-

пример, поле тяжести. 

Векторная функция  называется непрерывной к точке М, если в 

этой точке функции P(x,y,z), Q(x,y,z),R(x,y,z) непрерывны. В дальнейшем бу-

дем считать, что функция  непрерывна. 

К основным характеристикам векторных полей относятся векторные 

линии, поток, дивергенция, циркуляция, ротор (вихрь) векторного поля. 

 

 

2.1. Векторные линии векторного поля 

Определение: Векторной (силовой) линией векторного  поля )(Ma


 на-

зывают такую линию, в каждой точке которой касательная к этой линии па-

раллельна вектору ).(Ma


  

Через каждую точку векторного поля проходит (при условии, что 

0(M)|a| 


' ) одна векторная линия.  

Совокупность всех векторных линий определяется системой диффе-

ренциальных уравнений: 

),,(),,(),,( zyxR

dz

zyxQ

dy

zyxP

dx
                                                (2.1) 

 

Векторные линии характеризуют векторные поля геометрически и да-

ют наглядную информацию о структуре этого поля. Так, если )(Ma


 – ста-

ционарное поле скоростей текущей жидкости, то в этом поле векторные ли-

нии, очевидно, будут являться траекториями движения частиц жидкости; на-
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зываются они в таком случае линиями тока. В магнитном поле векторные 

линии  - магнитные силовые линии. Их легко увидеть, насыпав на лист бума-

ги металлическую стружку и поднеся снизу магнит.  

В векторном поле )()( MugradMa 


векторные линии нормальны в ка-

ждой точке поверхностям уровня u(x,y,z) = С; вдоль этих линий функция 

u(M) изменяется быстрее всего.  

В случае плоского векторного поля  се-

мейство векторных линий определяется уравнением 0dz;
Q(x,y)

dy

P(x,y)

dx
 . 

 

Пример1: Найти векторные линии векторного поля 

а)         б)      в)   

Решение: 

а) Из условия функции: P(x,y,z)=x; Q(x,y,z)=-y; R(x,y,z)=-z. Составляем 

систему дифференциальных уравнений: .
z

dz

y

dy

x

dx
  

Запишем систему в виде: 
















z

dz

x

dx

y

dy

x

dx

 

Проинтегрируем обе части каждого равенства: 
















 

 

z

dz

x

dx

y

dy

x

dx

 

В результате получим: 











2

1

lnlnln

lnlnln

czx

cyx
   или    











2

1

lnlnln

lnlnln

czx

cyx
 

Используя свойства логарифмов, получаем, что векторные линии задаются 

следующей системой:  








.

;

2

1

cxz

cxy
 - это линии пересечения гиперболических 

поверхностей. 

б) Находим векторные линии, решая систему дифференциальныч урав-

нений 

.
131

z

dz

z

dy

x

dx
  или  .

3
zdz

z

dy
xdx   
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Записываем систему дифференциальных уравнений в виде:  












zdz
z

dy

zdzxdx

3  

Находим интегралы  












 

 

.
3

;

zdz
z

dy

zdzxdx

   или  












 

 

.
3

;

2dzz
dy

zdzxdx

 
Тогда получим 
















.
333

;
222

2

3

1

22

czy

czx

 или  










.

;

2

3

1

22

czy

czx
  - это линии пересечения гиперболических 

цилиндров и гиперболических поверхностей. 

 

в) Векторные линии находим, решая систему уравнений 

.
210 y

dzdydx
  

Составим систему дифференциальных уравнений 
















.
21

;
10

y

dzdy

dydx

    или  












.
2

;01

dz
ydy

dydx

 

Интегрируя, получим: 













 

 

.
2

;0

dz
ydy

dydx

отсюда имеем  












.
222

;

2

2

1

czy

cx

 

Окончательно получаем, что векторные линии определяются системой: 









.

;

2

2

1

czy

cx
- это линии пересечения плоскостей, параллельных  координат-

ной плоскости yoz и параболических цилиндров. 

 

Пример2: Найти векторную линию векторного поля 

kjxiyMа


3)(  , проходящую через точку  )0;0;1(
0

M . 

Решение: По условию 3;;  RxQyP . Тогда получим систему 

дифференциальных уравнений:  
3

dz

x

dy

y

dx



.  

Следовательно, . 

Решаем полученную систему и получаем:  
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  


2

1

22

2

1

22

222
Cyx

Cyx
ydyxdxydyxdx

x

dy

y

dx
 

Получили уравнение окружности, которое запишем в параметрическом виде: 

tCytCx sin;cos
11

 . Так как tdtCdy cos
1

 , то второе уравнение системы 

дифференциальных уравнений можно записать в виде: 

zCtdzdt
dz

tC

tdtCdz

x

dy


2

1

1 33
3cos

cos

3
. 

Так как векторная линия должна проходить через точку )0;0;1(
0

M , най-

дем константы 
1

С  и 
2

С . Получили, что 101
1

2

1

222

1

22  CCCyx . То-

гда из уравнения условия tCx cos
1

  следует, что 01coscos11  ttt . 

Из уравнения  
2

3 Ctz   получим 0030
22
 CC . 

В итоге уравнения векторных линий векторного поля )(Ma


 имеют вид: 

tztytx 3;sin;cos   (это уравнения винтовой линии). 

Кроме векторных линий, при изучении векторных полей используются 

также векторные поверхности и векторные трубки (рис. 2.1, рис. 2.2). 

 
Рис. 2.1                                          Рис. 2.2 

Определение: Векторной поверхностью называется поверхность, со-

стоящая из векторных линий, проведѐнных через каждую точку некоторой 

линии L. В случае замкнутой линии L векторная поверхность называется век-

торной трубкой. 

 

Упражнения для самостоятельного решения: 

 

1. Найти векторные линии векторного поля: 

а) ;
11

)(


 j
y

i
x

Ma

                                     
;

111
)()

222



 k
z

j
y

i
x

Maб

 

;22)()() 222


 kxzjxyizyxMaв        ;33)() jxiyMaг



 

д) 
;105)( jyixMa



                                 

;94)() kyjzMaе



 

;)()() kxjxiyxMaж



                    

kzixMaз


82)() 
 

 
2. Найти линии тока плоского потока жидкости, характеризуемого векто-
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ром скорости 


 j1xx2ixyMa )()( . 

3. Найти векторные линии поля ugrad , если:  

а) 22 2 zyxu  ;        б) 2yxu  ;             в) u = xy+2x-2y+z
2
 

 

  

2.2. Поток векторного поля 

 

Пусть в пространстве V задана поверхность . Будем считать, что в ка-

ждой точке М определяется положительное направление нормали единич-

ным вектором )(Mn


. 

 В пространстве V зададим векторное поле, постовив в соответствие 

каждой точке точке пространства вектор, определенный координатами: 

kzyxRjzyxQizyxPa


),,(),,(),,(   

 Если разбить каким – либо образом поверхность  на частичные уча-

стки i и составить сумму 
i

iii МnМa ))()((


, где na


 - скалярное произведе-

ние, то предел этой суммы при стремлении к нулю площадей частичных уча-

стков разбиения (если этот предел существует) будет поверхностным инте-

гралом 2-го рода
 



dna


 

 Определение. Поверхностный интеграл 


dna


 называется потоком 

векторного поля )(Ма  через поверхность  . 

 Таким образом, поток векторного поля равен: 

П  = 


dna


                                                                    

(2.2)

  

  

Пример 1: Найти поток векторного поля через площадку, имеющую 

форму треугольника с вершинами в точках А(1; 2; 0), В(0; 2; 0), С(0; 2; 2) в 

сторону, где расположено начало координат, если  

          

 

Решение: Построим в системе координат Oxyz треугольник АВС 

(рис.2.3). 

Так как  – единичный вектор нормали к поверхности треугольника 

АВС проходит параллельно оси Oy, то принимаем .  

По условию задачи . Тогда скалярное произведение .                                      
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                                     z 

 

                                                             C 

                                      2                        

 

                                                       
                                                              В 

                                                              2                  y 

                               1 

                                                     А 

 

                  x 

                                          рис. 2.3 

 

 

По определению потока . Подставляя найденное значе-

ние скалярного произведения, получаем: 

. 

 

Так как поток равен поверхностному интегралу второго рода, то спра-

ведливо свойство: при изменении стороны поверхности поток через эту по-

верхность меняет свой знак (вектор нормали меняет направление). 

Если поверхность разбита на конечное число частичных поверхностей, 

то поток векторного поля через всю поверхность будет равен сумме потоков 

через частичные поверхности. 

 Рассмотрим частный случай стационарного векторного поля скоростей 

течения жидкости, когда скорость течения во всех точках поля одна и та же. 

В данном случае поток векторного поля представляет собой количество жид-

кости, протекающей через площадку  в направлении вектора нормали за 

единицу времени.  

Особый интерес представляет собой случай замкнутой поверхности . 

Разбив поверхность на две части, можно считать поток как сумму двух 

36ычисков, входящего в поверхность и выходящего из поверхности. Тогда 

значение потока в поле скоростей текущей жидкости представляет собой 

разность между количеством втекающей и вытекающей жидкости. Если П > 

0, то жидкости вытекает больше, чем втекает, это означает, что в данной об-

ласти есть истоки питающие поток. Если П < 0 , то втекает жидкости больше, 

чем вытекает, т. е. в данной области есть стоки через которые жидкость уда-

ляется из потока. Если П = 0, то количество втекающей жидкости равно ко-

личеству вытекающей, т. е. нет ни стоков, ни истоков. 

Рассмотрим вопрос вычисления потока векторного поля. Если преобра-

зовать скалярное произведение  в координатную форму, то получаем со-

отношение: 
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RdxdyQdzdxPdydzdRQPdnaП  


 ]coscoscos[


 Как следует из скалярной формы поверхностного интеграла, поток может 

быть вычислен в виде суммы трех двойных интегралов путем проектирова-

ния на три координатные плоскости. Однако данный метод вычисления 

37ычтаточно трудоемок.  

Рассмотрим вычисление потока методом проектирования на одну 

координатную плоскость. 

Пусть поверхность   однозначно проектируется на плоскость xoy в 

область . Тогда уравнение поверхности можно записать в виде z = z(x;y).  

Дифференциал площади поверхности:  

, 

 где - угол между вектором нормали и положительным направлением оси 

оz. 

Тогда, поток равен: 

П =                                       (2.3) 

Единичный вектор нормали находим по формуле: 

                                                                             (2.4)           

Следовательно: 

  ,                                                        (2.5) 

В формулах (2.4), (2.5) знак «+» соответствует острому углу , а знак «-» - 

тупому. 

  

Аналогично вычисляем поток, используя проектирование на коорди-

натные плоскости xoz и yoz. 

 Пример 2:  Найти поток векторного поля  через 

внешнюю сторону параболоида , расположенную в первом 

октанте. 

 Решение: Построим поверхность, через которую находится данный по-

ток (рис. 2.4).                                  

Запишем уравнение поверхности в виде  . 
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                                                          z     

                                                          9 

                                                                                          

 

 

                                                                         3                        y 

                                                   3    

                                   x 

                                                       рис. 2.4 

  

Тогда по формуле (2.4) единичный вектор нормали равен: 

 . Следовательно, . 

 Найдем скалярное произведение:   

Таким образом, по формуле (2.3) получаем: 

П=  

 

Вычислим полученный двойной интеграл в полярной системе коорди-

нат. Напомним, что правило перехода от декартовых координат к полярным 

координатам имеет вид: .  
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Тогда получаем: 

 

 

 

Упражнения для самостоятельного решения 

1. Найти поток векторного поля   через площадку, имеющую форму 

прямоугольника ABCD, где A(2; 4;0), B(2; 4; 5), C(-2; 4; 5), D(-2; 4; 0), в 

положительном направлении оси Oy. 

2. Найти поток векторного поля  через площадку, перпенди-

кулярную оси Oz и имеющую форму круга радиуса R=4, в положительном 

направлении оси Oz. 

3. Вычислить поток векторного поля  

   jzyxizxMa


2)3()(  kyx


 4  через верхнюю часть плоско-

сти Р: 2 zyx , лежащую в первом октанте. 

4. Вычислить поток векторного поля kzjyixMa


23)(   через верхнюю 

часть плоскости Р: 1 zyx , лежащую в первом октанте. 

5. Вычислить поток векторного поля kzjyixMa


32)(   через часть   по-

верхности сферы  лежащую в первом октанте, в направ-

лении внешней нормали. 

6. Найти поток векторного поля kzjyixMa
 333)(   через поверхность 

шара  1222  zyx , в направлении внешней нормали. 

7. Вычислить поток векторного поля kzjixMa


17118)(   через часть 

плоскости 132  zyx , расположенной в первом октанте. Нормаль со-

ставляет острый угол с осью Oz . 

8. Найти поток векторного поля  через внешнюю сторну параболоида 

, ограниченного плоскостью z = 0 (z ). 

9. Найти поток векторного поля  через верхнюю сторону 

круга, вырезаемого конусом  на плоскости z = 2. 
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2.3. Дивергенция векторного поля.  

Теорема Остроградского – Гаусса. 

 

Рассмотрим векторное поле скоростей течения жидкости. Установим 

численную характеристику плотности источников и стоков поля в любой его 

точке.  

Зафиксируем в векторном поле  произвольную точку М. Окружим еѐ 

некоторой замкнутой гладкой поверхностью  Вычислим поток поля через 

поверхность Пусть V означает объѐм, ограниченный , тогда отношение: 

 
 

определяет среднюю плотность источников (П > 0) или стоков (если П < 0), 

распределѐнных в объѐме V, т.е. это средний расход жидкости протекающей 

через данную поверхность. Если поверхность стягивается в точку, то это от-

ношение характеризует расход жидкости в точке за единицу времени. 

Определение: Предел отношения потока векторного поля  через 

замкнутую поверхность  к объему области, ограниченной этой поверхно-

стью, при условии, что поверхность стягивается в точку, называется дивер-

генцией или расходимостью векторного поля в данной точке М. 

Дивергенция обозначается: .  

По определению:  

 Дивергенция характеризует отнесенную к единице объема мощность 

потока. Если  > 0, то в точке М имеется источник; если  < 

0, то в точке М имеется сток; если =0, то нет ни стоков ни истоков.  

Дивергенция векторного поля  

   определяется по формуле:  

                                                            (2.6) 
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Своства дивергенции: 

1. div C = 0,   C=const 

2.  

3.  

4.  

 

Пример1:  Вычислить дивергенцию векторного поля 

     kxzjzyiyxMa


 222)(  в точке )3;2;1(
0

M . 

Решение:   По условию xzRzyQyxP  222 ;; .  

Тогда по формуле (2.6)  получим:  zyxMadiv 222)( 


.  

В точке 
0

M  имеем   4322212)(
0

Madiv


.  

Так как 04)(
0

Madiv


, то точка в 
0

M  имеются истоки, питающие по-

ток поля. 

 

Теорема Остроградского – Гаусса: Если векторная функция 

- непрерывно дифференцируема 

в области V, ограниченной замкнутой поверхностью , то поток данного век-

торного поля через эту поверхность в направлении внешней нормали равен 

тройному интегралу по области V от дивергенции функции , т.е. 

              (2.7) 

(формула Остроградского – Гаусса) 

 

Пример 2: Найти поток векторного поля        

а)  через часть плоскости Р: 623  zyx , расположенную в первом октанте 

(нормаль образует острый угол с осью Oz); 

 

б) через замкнутую поверхность, ограниченную плоскостью Р: 623  zyx  

и координатными плоскостями 0,0,0  zyx . 

 

Решение: Построим данную плоскость (рис. 2.5). 

 а) Вычислим поток, используя метод проектирования на одну коорди-

натную плоскость. 

Так как по формуле (2.4)   и по условию  
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z = 6-3x-2y, то получаем:  .  

Отсюда следует, .
14

1
cos   

Так как вектор нормали в нашей задаче составляет острый угол с осью 

Оz, то мы выбираем знак «+». 

 

 
                                                                рис. 2.5 

 

По формуле (2.5) получаем: 

П=       

  




2

0

2

36

0

2

0

2

36

0

)121530()2)236(5(

xx

dyyxdxdyyyxdx  

  




















 






 

 2

0

22

0

2

36

0

2

2

36
6

2

36
15

2

36
30)61530( dx

xx
x

x
dxyxyy

x

    

 









2

0

2

2

0

22 )94242(
2

27
4848

2

45
454590 dxxxdxxxxxx  

  242322124232142 32
2

0

32  xxx .    

   

 б) Поверхность, через которую необходимо вычислить поток, является 

замкнутой. Поэтому  применим формулу Остроградского-Гаусса. Найдем ди-

вергенцию векторного поля по формуле (2.6). 

В нашей задаче P = z, Q = -y, R = 2z.   

Тогда      .1210
)2()()(
















z

z

y

y

x

z
 

Таким образом, по формуле Остроградского – Гаусса получим: 

П=  
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Вычислим объем пирамиды     V= 6632
2

1

3

1

3

1
 НSосн

 
Следовательно,  искомый поток П = 6. 

      Пример 3: Дан параболоид z = x
2 
+ y

2
, ограниченный плоскостью z = 4. 

Найти поток векторного поля  :   

а) через боковую поверхность  параболоида;  

б) через полную поверхность параболоида.  

 

Решение: Построим данный параболоид в декартовой системе коорди-

нат (рис. 2.6) 

 
                                                   Рис. 2.6 

 

а) Так как z= x
2
 + y

2
 , то вектор нормали  

  

Здесь знак вектора п  отрицателен, так как он образует тупой угол с 

осью Оz. 

Вычисляем поток, проектируя поверхность на плоскость xoy:  

П=  

 

  

xoy xoy

dxdyyxdxdyyxx
 

.)())(2( 22222

 

Так как проекцией боковой поверхности параболоида на плоскость xОy 

43ычисется круг, то последний интеграл вычислим в полярной системе коор-

динат. Заменим: .,sin,cos  drdrdxdyryrx    

Тогда:     
XOY

rdrrdrdrrrddxdyyx


 


2

0

2

0

2

0

2

0

2222222 2cos)sincos()(  
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 












2

0

2

0

4

4
2cos

r  




2

0

2

0

2sin
2

1
442cos  dd =0. 

 

б) Так как поверхность замкнутая, то применяем формулу Остроград-

ского-Гаусса. Дивергенция векторного поля равна: 

.211
)()(












z

z

x

x
adiv  

Проекцией параболоида на плоскость Оxy является круг, поэтому при 

44ычислении тройного интеграла перейдем к цилиндрической системе коор-

динат по правилу: . 

Следовательно, по формуле Остроградского – Гаусса (2.7) получаем: 

П=     
V V V r V

r

XOY XOY

zdxdydzdxdydxdydzadiv

4
4

2

2222 =  

   









 


2

0

2

0

2

0

2

0

42

2

42
42)4(2

rr
rdrrd    














2

0

2

0

4

2 8
4

2
222 dd .16  

 

Пример 4: Найти поток векторного поля 


 kzjxiya через замкну-

тую поверхность, состоящую из поверхности конуса x
2
+y

2
=z

2
 и плоскости 

z=1. 

Решение: Построим заданные поверхности (рис. 2.7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2.7 

 

 

Из условия имеем:  1)()( 
































z
z

x
y

y
xz

R

y

Q

x

P
Madiv . 

Следовательно,   


)( )(V V

VdvdvadivП , где V–объем конуса. 

y 

x 

z 

0 



n



n

(0,0,1) 
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Так как π
3

1
тоπ

3

1 2  ПH,RV . 

 

 

Пример 5: Вычислить поток векторного поля  

kzyjyxixzMa
 222)(   через поверхность шара 25222  zyx во внеш-

нюю его сторону. 

 

Решение: Так как данная поверхность – замкнутая, то поток П  век-

торного поля )(Ma


 через полную поверхность шара во внешнюю сторону 

можно найти по формуле Остроградского – Гаусса. 

По условию 222 ;; zyRyxQxzP  . Тогда  222)( yxzMadiv 


. 

 В результате получим:    
V

dxdydzyxzП 222 . 

Для вычисления полученного тройного интеграла перейдем к сферическим 

координатам по формулам: ;cos;sinsin;cossin  rzryrx    

  0;20;50;sin2 rdddrrdxdydz . 

Тогда    
V

dddrrrrrП  sincossinsincossin 222222222
 

   
V

dddrrrr  sincossincossin 2222222
 

     
V V

dddrrdddrrr  sinsincossin 42222
 

         
5

0

2

0

4

5

0

2

0

0

4

5

0

2

0 0

4 0coscoscossin




 

 ddrrddrrdddrr  

         

5

0

5

0

44

5

0

2

0

4

5

0

2

0

4

5

0

2

0

4 40222211 drrdrrdrrddrrddrr 




 25006254
5

0

5

5
4

5
4

55
5

0

5




















r

 
 

 

Упражнения для самостоятельного решения 

 

1. Вычислить дивергенцию векторного поля:  

а)    jxyzizxyMa
 22 )()(  kyzx


2  в точке )5;3;1( M ; 

б)    jyxixyMa
 22 )()(  kz


3  в точке )3;1;1( M . 

2. Найти  ugraddiv , если:  

а)  222ln zyxu  ;  
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  б) 222 zyxu   

3. Вычислить поток векторного поля     kzjyxiyxMa
 2)(   через 

поверхность цилиндрического тела, ограниченного 2;0;122  zzyx , 

в направлении внешней нормали. 

4. Найти поток векторного поля kzjyixMa


 2)(  через замкнутую по-

верхность S , ограниченную поверхностями  0;1 22  zyxz , в на-

правлении внешней нормали. 

5.  Найти поток векторного поля kzjyixMa


 3)(  через поверхности  

0.0;0;9 22  zyxyxz , ограничивающие некоторое тело, в на-

правлении внешней нормали. 

6.  Найти поток векторного поля kzixMa


 2)(  в направлении внешней 

нормали к поверхности тела, ограниченного поверхностями  

0;4;23 2222  zyxyxz . 

7.  Найти поток векторного поля jzixMa
 22)(   через часть поверхности  

222 4 yxz  , лежащую в первом октанте, и части координатных плос-

костей, отсекаемых той поверхностью, в направлении внешней нормали. 

8. Найти поток векторного поля 

  через замкнутую поверх-

ность S: x
2
+y

2
=(z+1)

2
; z=1. 

9. Найти поток векторного поля  через замкнутую по-

верхность : : а) непосредственно, б) по теореме 

Остроградского – Гаусса. 

10.  Найти поток векторного поля  через замкнутую по-

верхность . 

 

 

 

2.4. Циркуляция векторного поля.  

 

Пусть задано векторное поле  kzyxRjzyxQizyxPa


),,(),,(),,( 
 

Выберем в этом поле некоторую ориентированную замкнутую кривую L. 

  

Определение: Циркуляцией векторного поля 

 kzyxRjzyxQizyxPa


),,(),,(),,( 
   

вдоль замкнутой кривой L называется значение линейного интеграла: 

                                                                (2.8) 

 

 Из определения циркуляции видно, что ее вычисление сводится к вы-

числению криволинейного интеграла второго рода по заданноиу контуру L. 
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В поле скоростей течения жидкости циркуляция имеет определенный 

смысл. Если линия L является периферией колесика с лопастями, которое 

вращается вокруг оси, перпендикулярной к плоскости колеса, то циркуляция 

определяет скорость вращения этого колеса. Чем больше числовое значение 

циркуляции, тем быстрее вращается данное колесико, если Ц=0, то колесо 

неподвижно.  

   

Пример 1: Вычислить циркуляцию векторного поля 

 kyjzixMa


 22)(  вдоль линии L: пересечения цилиндра 1
916

22


yx

 с 

плоскостью 22  yxz  в положительном направлении обхода относитель-

но нормального вектора плоскости  1;2;1 n


. 

 

Решение: Параметрические уравнения цилиндра имеют вид 

tytx sin3;cos4  . 

Тогда параметрическими уравнениями кривой L (эллипса в плоскости 

сечения) будут 

 L: 2sin6cos4;sin3;cos4  ttztytx .  

Поэтому циркуляцию векторного поля вдоль эллипса в положительном 

направлении обхода будет равна: 

     
L

tdtttdtttydzdyzxdxЦ

2

0

22 cos32sin6cos42sin4cos4(2

 

   
2

0

23 cos24cossin216cos96sincos16()cos6sin4sin3 ttttttdtttt

 
2

0

2222 cos96()sincos18sin12sincos144cos96sincos288 tdttttttttt

  







  

 


2

0

2

0

2

0

2 2sin
2

1
48)2cos1(62cos148)sin12 ttdttdttdtt

 

  .10812960sin
2

1
04sin

2

1
26

0sin
2

1
04sin

2

1
2482sin

2

1
6

2

0


































 tt

 

 

 Пример 2: Найти циркуляцию векторного поля 

  


 kyxjzyxixyzMa 22)()(  вдоль контура квадрата 

ABCDA, определяемого уравнениями: –x+y=a; x+y=a; x–y=a; x+y=–a; z=0 

(рис. 2.8)  

 

Решение: По формуле (2.8) получаем: 
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  dyyxdzyxdyzyxdxxyzЦ
LL

)()( 22     

 

 

 

   

 

 

 

 

 

                                                 

 

 

 

 

 

Рис. 2.8 

 

 

Разбиваем искомую циркуляцию на четыре криволинейных интеграла, 

причем в качестве параметра на каждой стороне квадрата выбираем коорди-

нату y, получаем: 

 









a

a

a

a

DAСDBСAB

adyadyay

adydyaydyyxdyyxdyyxdyyxЦ

0

0
2

0

0

2)()2(

)2()()()()(

 

 

 Пример 3: Вычислить циркуляцию вектора  


 kjxiya  вдоль ок-

ружности 0,122  zyx в положительном направлении. 

 

Решение:  Параметрические уравнения окружности: x=cost, y=sint, z=0, 

0  t  2.  

Поскольку:  P = –y = -sint, Q=x=cost, R=1, 

 dx= –sintdt, dy=costdt, dz=0, 

то по определению циркуляции получаем:  

 







π ππ

L

πdtt)dtt(t)dttt)t)(((

dzxdyy)dx(Ц

2

0

2

0

22
2

0
2cossincoscossinsin

. 

 

 

 

x 

y 

a 

B 

C 

A 

D 

0 
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2.5. Ротор векторного поля. Теорема Стокса. 

 

С понятием циркуляции тесно связано понятие ротора, или вихря. Цир-

куляция характеризует  «завихренность» векторного поля вдоль всего конту-

ра. Локальной характеристикой поля, связанной с «завихренностью», являет-

ся ротор. 

Рассмотрим сначала плоское векторное поле 


а  и какой-то контур L , 

окружающий выбранную точку М0. Величину площади области, заключен-

ной внутри L, обозначим через S. Тогда отношение циркуляции вдоль этой 

кривой к площади области дает среднюю плотность циркуляции вектора 


а  

на площадке S. Плотность циркуляции в точке М0 характеризуется пределом 

этого отношения при условии стягивания контура L в точку М0, тогда пло-

щадь S, охватываемая контуром L, стремится к нулю, таким образом, если 

предел 
S

Ц
im

S
ML

)0(
0



  существует, то он задает величину завихренности векторного  

поля в точке М0. 

Если векторное поле 


а  - пространственное, то можно говорить о за-

вихренности поля в каком-либо направлении вектора


n . 

Определение: Ротором векторного поля 


а  в точке М0, обозначаемым 


аrot , называется вектор, проекция которого на каждое направление 


n  рав-

на пределу отношения циркуляции векторного поля по контуру L плоской 

области , перпендикулярной этому направлению, к величине площади S этой 

области, при условии, что размеры площади стремятся к нулю, а сама об-

ласть стягивается в точку М0, т.е. 

,                        (2.9) 

где  L – контур, лежащий в плоскости, перпендикулярной вектору 


n , S- 

площадь области, ограниченной этим контуром. 

 

Если задано векторное поле  


 kzyxRjzyxQizyxPMa ),,(),,(),,()( , 

где функции P, Q и R – непрерывно дифференцируемые в соответствующей 

области, то ротор векторногополя находят из формулы: 
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           (2.10) 

В данной формуле произведение оператора дифференцирования  на 

функцию соответствует нахождению ее частной производной по заданной 

переменной. 

 

Свойства ротора: 

 

1. rot C = 0, где С=const 

2.  , где  

3. , 

где u(M) – скалярная функция. 

4.  

5.  

 

Теорема Стокса: Циркуляция непрерывно дифференцируемого век-

торного поля  по замкнутому положительно ориентированному контуру 

L равна потоку ротора этого поля через любую поверхность , натянутую на 

контур L, т.е. 

   -  (формула Стокса)                                          (2.11)                      

 

Пример 1:  Вычислить ротор векторного поля: 


a = y
2


i - x
2


j  +z
2


k . 

   

Решение: Для решения задачи используем формулу (2.10). Получаем: 

 
 

Пример 2: Найти циркуляцию векторного поля 

   по контуру треугольника АВС 

с вершинами А(1;0;0), В(0;1;0), С(0;0;1) 

а) непосредственно по определению,  

б) по формуле Стокса. 

 

Решение: Построим треугольник АВС (рис. 2.9)                                                        
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Рис. 2.9 

 

  а) Рассмотрим отрезки АВ, BC, AC:  

AB: ,1;0 xyz   тогда dxdydz  ;0 . 

ВС: ,1;0 yzx   тогда dydzdx  ;0 . 

CA:  ,1;0 xzy   тогда  dxdzdy  ;0 . 

По определению циркуляция равна: 

Ц=  

 

 
 

 
 

 
Таким образом искомая циркуляция  Ц=1,5 – 4 – 2 = -4,5 

 

б) Вычислим циркуляцию, используя теорему Стокса. 

Найдем  ротор: 



































z

zyx

y

yx
i

yxzyxzx

zyx

kji

arot
)523()5(

55232

 

 






































y

zx

x

zyx
k

z

zx

x

yx
j

)2()523()2()5(
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.366)03()15()51( kjikji   

Уравнение плоскости АВС имеет вид: 1 zyx  

Тогда координаты единичного вектора нормали к этой плоскости: 

;
3

1
;

3

1
;

3

1









n значит .
3

1
cos   

Проекцией АВС на плоскость Oxy  является треугольник АВО, где 

.10,10 хух   

По формуле Стокса получаем, что циркуляция равна:  

  






 


 


dxdy
dxdykji

kji
dxdy

narotЦ )366(

3

13
)366(

cos

 

  












1

0

1

0

1

0

1

0

2

2
9)1(99

x x
xdxxdydx = .5,4

2

9

2

1
9   

 

Пример 3: Вычислить циркуляцию векторного поля 

 kzjxiyMa


 2)(  по окружности Г 3;422  zyx  в положительном 

направлении обхода относительно единичного вектора  1;0;0k


 двумя спосо-

бами:  

1) исходя из определения циркуляции;  

2) используя формулу Стокса. 

 

Решение: 1) Так как при возрастании параметра t  от 0  до 2  движе-

ние по окружности происходит против часовой стрелки относительно еди-

ничного вектора k


, то параметрические уравнения ориентированной кривой 

Г имеют вид  2;0;3;sin2;cos2  tztytx .  

Тогда, получаем: 

   
Г

tdtttdttzdzdyxydxЦ
2

0

22 03cos2cos4sin2sin2(  

        
   2

0

2

0

2
2

0

2

0

32 sinsin182cos12cos8sin4 tdtdtttdttdt  

  

























 0sin

2

1
04sin

2

1
22

3

sin
sin82sin

2

1
2

2

0

3
2

0





t
ttt  

 
 




 4
3

0sin
0sin

3

2sin
2sin8

33









 . 

2)В качестве поверхности S , натянутой на контур Г (рис. 2.10), возьмем 

круг 3;4: 22  zyx . Тогда вектор нормали kn


 .  
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Найдем ротор: 





































































y

y

x

x
k

z

y

x

z
j

z

x

y

z
i

zxy

zyx

kji

arot
)()()()()()( 22

2

kxxkji )12()12()00()00(  .    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                    

 

 

 

Рис. 2.10 

                                         

Тогда  по формуле Стокса получаем: 

      



D D

ddrrrdxdyxdSnarotЦ 1cos212


    

     


















 


2

0

2

0

2

0

232

0

2

0

2 2cos
3

16

2
cos

3
2cos2 d

rr
ddrrrd      

  



4020sin
3

16
222sin

3

16
2sin

3

16
2

0



























 .  

 

Пример 4: Вычислить циркуляцию  вектора 


 kjxiya   вдоль ок-

ружности x
2
+y

2
=1, z=0 в положительном направлении. 

 

Решение. Из условия  P=y; Q=x; R=1. Следовательно,  

 

.00);1(1 





























x

R

z

P

z

Q

y

R

y

P

x

Q
 

по формуле Стокса  

.222))1(1(   круга

DD

SdxdydxdyЦ  
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Пример 6: Найти наибольшую плотность циркуляции векторного поля 

kxyzjyzxizxyMa


 2222)(   в точке )1,1,2(
0

M . 

Решение: Наибольшая плотность циркуляции векторного поля )(Ma


 в 

данной точке 
0

M  достигается в направлении ротора и численно равна 

)( 0Marot . 

По условию xyzRyzxQzxyP  ;; 2222
. Тогда  

 



















































z

zxy

x

xyz
j

z

yzx

y

xyz
i

xyzyzxzxy

zyx

kji

arot
)()()( 2222

2222

 

 
)22()2()2(

)( 2222
2222

zyxxyzkzxyyzjzyxxzi
y

zxy

x

yzx
k 



















       jiMarot


121211121212)(
22

0
 

     jik


51011221122 22  . 

  55125510)(
22

0 Marot .  

  

Таким образом, наибольшая плотность циркуляции равна . 

  

 

 

Упражнения для самостоятельного решения 

 

1. Найти ротор векторного поля  

   kzyxjzyxixyzMa
 222)(   в точке  2;1;1M . 

 

2. Вычислить ротор векторного поля: 

а) );2)(2sin(


 kjizyxa  

б) );(


 kzjyixxyza  

в) );23)((


 kjizyxarctga  

г)   

3. Вычислить ротор векторного поля )23(32





 kzjyixea zyx в точке 

М0(3,-3,1). 

4. Найти циркуляцию векторного поля kxjziyMa


 2)( вдоль эл-

липса, образованного сечением однополостного гиперболоида 
22222 Rzyx   плоскостью xy  . Результат проверить с помощью 

формулы Стокса. 
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5. Вычислить циркуляцию векторного поля kyjxizMa


)( вдоль 

контура Г: 0;422  zyx  в положительном направлении обхода от-

носительно орта kn


  непосредственно и с помощью формулы Сто-

кса. 

6. Вычислить циркуляцию векторного поля kzjxiyMa


)(  вдоль 

линии Г пересечения сферы 4222  zyx  с конусом zyx  22  в 

положительном направлении обхода относительно орта kn


 . 

7. Вычислить циркуляцию векторного поля kyjxziyzMa
 22)(   по 

линии Г пересечения полусферы 2225 yxz   с цилиндром 

1622  yx  в положительном направлении обхода относительно орта 

kn


 . 

8. Вычислить циркуляцию векторного поля kzjxiyxMa


 )()(  

вдоль линии Г пересечения цилиндра 122  yx  с плоскостью 2z , 

если kn


 . 

9. Найти циркуляцию векторного поля kyjxizMa
 222)(   по сече-

нию сферы 2222 Rzyx   плоскостью Rzyx   в положительном 

направлении обхода относительно вектора   1;1;1n


.  

10. Найти циркуляцию векторного поля  kyxjxyiyMa
 222)(   по 

контуру, вырезаемому в первом октанте из параболоида zyx 422   

плоскостями 4;0;0  zyx  в положительном направлении обхода 

относительно внешней нормали поверхности параболоида.  

11. Вычислить циркуляцию векторного поля kyxjxzizyMa
 222)(   

по контуру пересечения параболоида 22 zyx   с плоскостью 9x  в 

положительном направлении обхода относительно орта in


 . 

12. Вычислить циркуляцию векторного поля kjiyMa


 2)(  по ли-

нии Г пересечения конуса 0222  zyx  с плоскостью 1z  в поло-

жительном направлении обхода относительно орта kn


 . 

13. Доказать с помощью формулы Стокса, что  
Г

xydzxzdyyzdx 0 , где 

Г – любой замкнутый контур. Результат проверить путем вычисления 

интеграла по контуру треугольника ABC  с вершинами 

);0;1;1();0;0;0( BA  )1;1;1(C . 

14. Найти циркуляцию поля 


 iya по контуру окружности x=bcost, y=bsint, расположенной в 

плоскости ХОY. 
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15. Найти циркуляцию век-

торного поля 


 kzxjyzixya  вдоль окружности  x
2
+y

2
=R

2
; z=0. 

16. Вычислить с помощью формулы Стокса циркуляцию векторного поля  


 kxyjzyizxa )()()(  вдоль окружностей: 

а) (y+1)
2
 +(z–1)

2
=1, x=5 (вектор положительной нормали 



 in ); 

б) (x–3)
2
 +(y–2)

2
=4, z=0 (вектор положительной нормали 



 kn ) 

 

 

 

2.6. Простейшие векторные поля. 

 

 К простейшим векторным полям относятся потенциальные, соленои-

дальные и гармонические векторные поля. 

Определение: Векторное поле )(Ma


называют потенциальным в неко-

торой области V , если существует такая скалярная функция (скалярное поле) 

)(Mu , заданная в V, что для всех точек этой области: u(M)grad(M)a 


.  

Функцию )(Mu  называют потенциалом векторного поля )(Ma


 

В потенциальном поле линейный интеграл не зависит от формы пути и опре-

делятся только начальной и конечной точками пути. 

Верно и обратное: если линейный интеграл поля 


a (М) не зависит от пути, то 

поле 



a (М) потенциально. 

 Потенциал поля определяется с точностью до постоянного слагаемого. 

Это означает, что если u(M) один из потенциалов поля )(Ma


то выражения 

Cu(M)  при любом постоянном С также являются потенциалами поля. 

Если поле задано в декартовой координатной форме, то для нахождения по-

тенциала точки М(x,y,z) удобно взять линейный интеграл по ломанной 

М0М1М2М, звенья которой параллельны координатным осям (рис. 2.11). 

Предполагается, конечно, что ломаная М0М1М2М не выходит за пределы об-

ласти  V. При таком выборе пути интегрирования и при дополнительном ус-

ловии 00 )u(M  получаем формулу для нахождения потенциала: 

CR(x,y,z)dz)dyQ(x,y,z)dx,zP(x,yu(x,y,z)

z

z

y

y

x

x

 
000

000

                         (2.12)

 

 При использовании этой формулы следует иметь в виду, что в каждом 

из входящих в нее интегралов одной буквой обозначают и верхний предел, и 

переменную интегрирования.       

http://ischanow.com/teoriya-polya.html


http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

57 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                    

                    Рис. 2.11 

 

Отметим, что потенциальность поля )(Ma


 и равенство нулю циркуля-

ции поля по искомому простому кусочно-гладкому замкнутому контуру яв-

ляются эквивалентными свойствами. Таким образом, можно сформулировать 

условие потенциальности вектоного поля. 

Условие потенциальности векторного поля: Если поле )(Ma


 потен-

циально в некоторой области, то в любой точке этой области выполнено ра-

венство:              


 0)(Marot                                                                         (2.13)          

 Таким образом, потенциальное поле 


a (М) является безвихревым. Об-

ратное, вообще говоря, неверно. Однако если ограничиться поверхностно од-

носвязными областями, то для таких областей понятие потенциального и 

безвихревого полей оказываются эквивалентными. 

 Введем понятия других простейших векторных полей. 

  

Определение: Векторное поле  называется соленоидальным 

(трубчатым) в некоторой области V, если в каждой точке этой области дивер-

генция этого поля равна нулю, т.е. 

                                                                                       (2.14) 

  

Равенство (2.13) определяет условие соленоидальности векторного по-

ля. 

Примерами соленоидального векторного поля служат поле линейных 

скоростей стационарного потока несжимаемой жидкости, не имеющего ни 

стоков ни истоков. 

 

 Если векторное поле является и потенциальным и соленоидальным, то 

его называют гармоническим. 

М(x,y,z) 

М0(x0,y0,z0) 

М2(x2,y2,z2) 
М1(x1,y1,z1) 

y 

x 

z 
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Пример 1: Показать, что поле     kxjyxizxyMa


 22)( 2
  

является потенциальным, но не соленоидальным. Найти потенциал данного 

поля. 

Решение: По условию xRyxQzxyP  ;2;2 2 . Проверим усло-

вие потенциальности этого поля:  





















































z

zxy

x

x
j

z

yx

y

x
i

xyxzxy

zyx

kji

arot
)2()()2()(

22

2

2

 

0)22()11()00(
)2()2( 2


















 xxkji

y

zxy

x

yx
k .  

Следовательно, поле )(Ma


 – потенциальное. 

Проверим условие соленоидальности векторного поля.  

Так как 0022)(  yMadiv


, то поле )(Ma


 не является соленоидаль-

ным. 

Потенциал  найдем по формуле (2.12): 

       Cxdzdyyxdxzxyzyxu
MM

 
0

22,, 2
. 

Так как функции ),,(),,();,,( zyxRzyxQzyxP  непрерывны и имеют непре-

рывные частные производные во всех точках пространства 3R , то в качестве 

точки  
0000

,, zyxM  можно взять начало координат ),0,0,0(O , а в качестве 

),,( zyxM  – произвольную точку пространства.  

Криволинейный интеграл второго рода не зависит от пути интегрирования, 

потому его можно вычислить по ломаной ОАВM :  

.0;0;0;;:

;0;0;0;0;:

;0;0;0;0;0:

zzdydxyyxxBM

yydzdxzxxAB

xxdzdyzyOA







 

Получаем, что потенциал равен: 

     
y zx

BMABOAOM

CxdzdyyxdxCCzyxu
0 0

2

0

20,,  

Cxzyyx  22 . 

Таким образом, потенциал векторного поля равен: 

  Cxzyyxzyxu  22,,  

  

Пример 2: Проверить потенциальность векторного поля 

     .
2

22
2

kzyxyjyz
x

xzixyyza 








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Решение: Найдем ротор векторного поля: 

 























































z

yz
x

xz

y

zyxy
i

zyxyyz
x

xzxyyz

zyx

kji

arot

2
2

2

22
2

2

2

 

     
 























































 yzxyzxi

y

xyyz

x

yz
x

xz

k
z

xyyz

x

zyxy
j 22

2

2
2

2

 

    .0 xzxzkyyj  
 

Так как поле потенциально.  

 

 

 

Упражнения для самостоятельного решения 

 

1. Проверить, что поле 


a =(3yz+x
2
)


i + (2y
2
+3xz)



j +(z
2
+3xy)



k  является 

потенциальным, и найти его потенциал. 

2.  Доказать, что векторное поле 


a = y
2


i +2xy


j +z


k  потенциально, и 

найти его потенциал. 

  

3.  Выяснить, является ли векторное поле  


a = 22 yx

y






i +



j

yx

x
22

+2


k    потенциальным. В случае потенциаль-

ности определить потенциал этого поля. 

4.  Проверить, будет ли потенциальным или соленоидальным  векторное 

поле 


a . В случае потенциальности поля найти его потенциал u(x,y,z). 

а)


a =(-2x-yz)


i +(-2y-xz)


j +(-2z-xy)


k ; 

б)


a =(2x-yz)


i +(2y-xz)


j +(2z-xy)


k ; 

в)


a =(2x+yz)


i +(2y+xz)


j +(2z+xy)


k ; 

г)


a =(2x-4yz)


i +(2y-4xz)


j +(2z-4xy)


k ; 

д)


a =(2x-3yz)


i +(2y-3xz)


j +(2z-3xy)


k . 
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5. Проверить гармоничность векторного поля 

а)



a =(-3x+yz)


i +(-3y+xz)


j +(-3z+xy)


k ; 

б)


a =(2x+2yz)


i +(2y+2xz)


j +(2z+2xy)


k ; 

в)



a =(4x+yz)


i +(2y+xz)


j +(2z+xy)


k . 

6. Установить  потенциальность поля )(Ma


 и найти его потенциал, если: 

а)    kyjyzxixyMa
 22 22)(  ; 

б)     jxyxiyyxMa
 2332 33)(  ; 

в)      kxyjzxiyMa


 2)( ; 

г) 
   

keye
z

yxe
jze

z

xe
ieMa zyz

z

y

yz
z

y

z

y 








































 

2

11
)( ; 

д)      kxyjxyxzixyyzMa


sincoscos)(  . 

 

7. Проверить потенциальность векторного поля )(Ma


, найти его потен-

циал и вычислить значение соответствующего криволинейного инте-

грала второго рода по дуге линии, соединяющей точки A  и B , если: 

а)       )2;3;2();1;1;1(;1)( BAkxyjxziyzMa


 ; 

б) )2;4;2();2;1;1(;2)( 22  BAkyxjzxixyzMa


; 

в)       )3;2;2();1;1;1(;222)( 222  BAkxyzjxzyiyzxMa


; 

г)       )1;3;2();2;1;0(;222)( 222 BAkyxzjxzyizxyMa 


. 
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Вопросы для повторения 

 

1. Какое поле называется векторным полем? Приведите примеры век-

торных полей. 

2. Какие основные характеристики векторного поля Вы знаете? 

3. Какие линии называются векторными линиями? Поясните практи-

ческий смысл этих линий на конкретных примерах. 

4. Как находятся векторнык линии в случае пространственного и 

плоского векторного поля? 

5. Что такое векторные поверхности и векторные трубки? 

6. Сформулируте определение потока векторного поля. Раскройте его 

смысл в поле скоростей текущей жидкости. 

7. Раскройте смысл численного значения потока в случае замкнутой 

поверхности. 

8. Запишите формулы для вычисления потока методом проектирова-

ния на одну координатную плоскость. 

9. Сформулируйте определение и смысл дивергенции векторного по-

ля. 

10.  Запишите формулу для вычисления дивергенции векторного поля. 

11. Перечислите свойства дивергенции. 

12. Сформулируйте теорему Остроградского – Гаусса. 

13. Что такое циркуляция векторного поля? В чем заключается смысл 

циркуляции для поля скоростей текущей жидкости? 

14. Что называется ротором векторного поля? Как вычисляется ротор? 

15. Перечислите свойства ротора. 

16. Сформулируйте теорему Стокса. 

17. Какие простейшие векторные поля Вы знаете? 

18. Какое поле является потенциальным векторным полем? 

19. Что такое потенциал векторного поля? Запишите формулу для на-

хождения потенциала векторного поля. 

20. Какое поле называется соленоидальным векторным полем? Какое 

векторное поле является гармоническим полем? 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА ПО РАЗДЕЛУ «ВЕКТОРНОЕ ПОЛЕ» 

 

Вариант 1 

 

1. Найти векторные линии векторного поля  xjyia 94  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

 zkyjxia       P: x+y+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если  

 kxzjxixа


 2
       

  S: 0;0;1;22  yxzyxz  (первый октант). 

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

   kxjiyxa  2
         L: 









1

;122

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле  является потенциальным, найти его  

потенциал.   

k
z

xy
j

z

x
ix

z

y
a

2
2 








  

 

 

Вариант 2 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkyja  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), сли 
zkyjxia  2           P: 2x+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если  

     kzyjxyiyxa
 222222        

    S: 1;0;122  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

ykjxzia              L: 








4

;1)(5 22

z

yxz
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти  его  

потенциал.   

k
z

y
j

y

x

z
i

y
a

22

3
4

31









  
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Вариант 3 

 

1. Найти векторные линии векторного поля yjxia 42  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia  3    

        P: x+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjyixa
 222            

S: )0(;4 222222  zzyxzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

xykxzjyzia  2          

  L: 










)0(9

25

22

222

zyx

zyx
 

5. Показать, что векторное поле  является потенциальным, найти его  

потенциал.   

  xykj
y

x
xzi

y
yza 





















2

1

 
 

 

Вариант 4 

 

1. Найти векторные линии векторного поля yjxia 3 . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 23          

       P: x+y+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если   

kzjyixa


 2
           

S: )0(0;1222  zzzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 
xkyzjxia               

L: 








4

;122

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле  является потенциальным, найти его  

потенциал.   

  xzkxjizya 22   

http://ischanow.com/teoriya-polya.html


http://ischanow.com/teoriya-polya.html 

64 

 

 

Вариант 5 

 

1. Найти векторные линии векторного поля yjxia 4 . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
yjxia 32             

  P: x+2y+2z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если  

kyjzixza


              

  S: 2;22  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

  zkxjiyxa               

L: 








5

;122

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его 

потенциал.   

     kxyzjxzyiyzxa  222 333  

 

 

 

Вариант 6 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkxia 63  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia                

P: x/2+y+z=1              

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjyixa 222 


      

  S: )0(0;2222  zzzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kzxjyia 2              

L: 








4

;1)(3 22

z

yxz
 

5. Показать, что векторное поле  является потенциальным, найти его  

потенциал.   

k
z

y

x
j

z
xi

x

z
ya 




























22

11
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Вариант 7 

 

1. Найти векторные линии векторного поля xkzia 94  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia  2                

 P: x+y/2+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjyixa
 333            

   S: 1222  zyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kyxzjyzia 22           

  L: 










)0(16

;25

22

222

zyx

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

     kzzyxjyzyxixzxya 222222222 323232   

 

 

 

Вариант 8 

  

1. Найти векторные линии векторного поля xkzia 32  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyja 3            

P: x/2+y+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

     kyxjxzyiyzxa
 22            

  S: )0(0;1222  zzzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

xzkyzjxyia            

L: 








2

;922

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

  zkxyjiya 2212   
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Вариант 9 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkyja 84  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia                   

P: x+y/2+z/3=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если   

kzxjyzixya
 222            

  S: 1222  zyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

  zkjxyia  1              

L: 










)0(1

;4

22

222

zyx

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

     kxyjyzxizyxa  232 23  
 

 

 

Вариант 10 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkyja 3 . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia  2                   

P: x/2+y+z/3=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если  

kzjyixa 222 


             

S: 1;0;422  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kzxjyia 2                      

L: 








4

;122

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   
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k
z

xy
j

y

xz
i

x

yz
a 222   

Вариант 11 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkxia 82  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkxia 23                     
P: x+y+z/4=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjxyixa


32              

  S: 4;222  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

xykjxia  24           

L: 








7

;1)(2 22

z

yxz
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его 

потенциал.   

     kyxjzxizya   

 

 

 

Вариант 12 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkxia 3 . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia  32                 

P: x/3+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

     kyzxjzxyiyzxa


 2
             

S: 1;0;222  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kzxjyia 232            

  L: 








1

;22

z

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

     kxyjxziyza 111   
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Вариант 13 

 

1. Найти векторные линии векторного поля ykzja 94  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia  3                

P: x/3+y+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjyxixya


 22
        

S: 0;0;1;0;122  yxzzyx  (первый октант) 

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

ykjyzia 23 2             

L: 










22

22 ;4

yxz

yx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его 

потенциал.   
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
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
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Вариант 14 

 

1. Найти векторные линии векторного поля ykzja 32  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 42                  

P: x/2+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzxjyzixya


                

S: )0(;16 222222  zzyxzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

xkzjyia 352             

L: 








1

822 22

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   
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k
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Вариант 15 

 

1. Найти векторные линии векторного поля yjxia 105  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

     zkyjxia 6         

 P: x/2+y/3+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

 kyjxixa


1223 2              

 S: 1;0;122  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 
yzkjyia 22              

 L: 








2

0222

z

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

     kxyxzxzjiyzza  22

 
 

 

 

Вариант 16 

 

1. Найти векторные линии векторного поля yjxia 62  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia 552             

 Р: x/3+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjyixa 222 


         

  S: 2;0;
4

122  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

  kzxjiyxa 2        

 L: 












2

1

04 222

z

zyx

 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  
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потенциал.   

       kxzyjzyxizyxa 232332 333   

Вариант 17 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkyja 4 . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia                 

Р: 2x+y/2+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzxjyzixya


                

  S: 1;0;422  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

ykjxzia      

L: 








1

4222

z

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

     jyxxyiyya 233 33   

 

 

 

Вариант 18 

 

1. Найти векторные линии векторного поля yjxia  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 22              

 Р: x+y/2+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

     kyzxjzxyiyzxa


 2
  

S: 0;0;0;1222  zyxzyx    (первый      октант) 

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kxxzjyzia 22           

L: 










)0(9

25

22

222

zyx

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

     jxyxyiyxya 2322 323   
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Вариант 19 

 

1. Найти векторные линии векторного поля xjyia 49  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 2               

Р: 2x+y/2+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kxyjyziza


         

S: 1;0;422  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 
xkyzjxia  4                

L: 








2

122

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его 

потенциал.   

    kxzjxizxya  22 2
 

 

 

 

Вариант 20 

 

1. Найти векторные линии векторно поля xjyia 75  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia 12                

Р: 2x+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

     kyxjxyiyzxa
 222          

  S: )0(0;4222  zzzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 
kjyia  2          

L: 








1

0222

z

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его потенци-

ал.   
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Вариант 21 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkxia 126  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 83             

Р: x+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

     kxzzjyzyixyxa


 222
                  

S: 2;222  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kzxjyia 23                

L: 








3

122

z

yxz
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его потенци-

ал.   

     kxzjxizxya 52356 2   

 

 

 

Вариант 22 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkyja 62  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia 6            

Р: x+2y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

 kyjxyixa


1223 2                   

S: 1;0;422  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kyxzjyzia 22            

L: 










)0(16

25

22

222

zyx

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   
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   kzyxzjxixyza 232 22   

 

 

Вариант 23 

 

1. Найти векторные линии векторного поля yjxia  4 . 

2. Найти поток векторного поля а=xi+2yj+5zk через часть плоскости P: 

x+2y+z/2=1, расположенную в первом октанте (нормаль образует острый 

угол с осью Оz), если 
zkyjxia 52                   

Р: x+y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

     kxyzjzyxixzya


 2
           

S: 2;0;122  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

  xzkyzjixya  2     

L: 








1

422

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   
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Вариант 24 

 

1. Найти векторные линии векторного поля xkzia 49  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 54                   

Р: x+3y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kyzjyiya


 2
                

S: 0;0;1;22  yxzzyx  (первый октант) 

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kzxjyia 23             

L: 










)0(1

9

22

222

zyx

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его 

 потенциал.   
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Вариант 25 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkxia  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia                

Р: 2x+y+2z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjzyiya
 222                  

S:   0;1 22  zyxz  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

zkxjyia 2                

 L: 












2

0
4

2
22

z

z
yx

 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   

       kxyzjxzyiyzxa 222 333   

 

 

Вариант 26 

 

1. Найти векторные линии векторного поля xkzia 75  .  

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 

zkyjxia  2                    

Р: 2x+2y+z/2=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjxyixya 222 


                    

S: )0(0;2222  zzzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

zkyzjixa 22             

L: 








4

25222

z

zyx
 

5. Показать, что векторное поле  является потенциальным, найти его потен-

циал. 
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Вариант 27 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkyja 147  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia  32              

Р: 2x+3y+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

    kxzjyxyizya


 222                   

S: 2;0;222  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

kzxjyia 22             

L: 








6

2)(4 22

z

yxz
 

5. Показать, что векторное поле  является потенциальным, найти его потен-

циал.   

    xzkxjizya 244 2   
 

 

 

Вариант 28 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkxia 62  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 432              

Р: x+3y+z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если  

kyzjyixa


 2                

S: 4;222  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

     ykyjzia 223              

     L: 










22

22 4

yxz

yx
  

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  

потенциал.   
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       kxyzjxzyiyzxa 555 222   

 

 

Вариант 29 

 

1. Найти векторные линии векторного поля zkxia  4 . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 89               

Р: x+3y+2z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

k
z

jyxixya


3

3
22                     

S: )0(0;1222  zzzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

  kxjiyxa 6           

L: 








2

1̀22

z

yx
 

5. Показать, что векторное поле  является потенциальным, найти его потен-

циал.   

  k
z

y

x
j

z
xi

x

z
xya 




























32

2

2

211
2  

 

 

Вариант 30 

 

1. Найти векторные линии векторного поля ykzja 75  . 

2. Найти поток векторного поля через часть плоскости P, расположенную в 

первом октанте (нормаль образует острый угол с осью Оz), если 
zkyjxia 468                   

Р: x+y+3z=1 

3. Найти поток векторного поля через замкнутую поверхность S (нормаль 

внешняя), если 

kzjyixa


233                   

S: 1;0;422  zzyx  

4. Найти циркуляцию векторного поля вдоль контура L по формуле Стокса 

xzkxjia 334            

L: 








3

0222

z

zyx
 

5. Показать, что векторное поле является потенциальным, найти его  
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потенциал.   

     kzzyxjyzyxixzxya 222222222 222   

  

ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ЗАДАНИЙ  

ПО РАЗДЕЛУ «ТЕОРИЯ ПОЛЯ» 

  

1. Дана функция );;()( zyxuMu   и точки 
1

M  и 
2

M . Вычислить:  

а) производную этой функции в точке  
1

M  по направлению вектора 
21

MM ; 

б) )(
1

Mugrad . 

 

2. Вычислить поток векторного поля )(Ma


 через внешнюю поверхность пи-

рамиды, образуемую плоскостью P  и координатными плоскостями, двумя 

способами:  

а) используя определение потока;  

б) с помощью формулы Остроградского-Гаусса. 

 

3. Вычислить циркуляцию векторного поля )(Ma


 по контуру треугольника, 

полученного в результате пересечения плоскости DCzByAxP :  с ко-

ординатными плоскостями, при положительном направлении обхода относи-

тельно нормального вектора  CBAn ;;


 этой плоскости двумя способами:  

а) используя определение циркуляции; 

б) с помощью формулы Стокса.  

 

4. Найти величину и направление наибольшего изменения функции 

);;()( zyxuMu   в точке );;(
0000

zyxM . 

 

5. Найти наибольшую плотность циркуляции векторного поля )(Ma


 в точке 

);;(
0000

zyxM . 

6.  

Варианты 1–11. Выяснить, является ли векторное поле )(Ma


 соленоидаль-

ным. 

Варианты 12–25. Выяснить, является ли векторное поле )(Ma


 потенциаль-

ным. 
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Вариант 1 

1. ).1;4;3();2;1;1(;)(
21

222  MMxzzyyxMu  

2.     .33:;3)(  zyxPkzxjzyixMa


 

3.   .222:;)(  zyxPkyjyxizMa


 

4. ).2;1;0(;)(
0

 MxyzMu  

5. ).2;1;0(;)(
0

222  MkzjxyixMa


 

6.       .2)( kxzjzyiyxMa


  

 

 

Вариант 2 

1. ).0;3;4();1;1;2(;5)(
21

23  MMzxyMu  

2.     .222:;413)(  zyxPkzjzxyixMa


 

3.     .623:;2)(  zyxPkyxjzizxMa


 

4. ).2;0;2(;)(
0

2 MyzxMu   

5.   ).3;0;2(;)(
0

MkxzjxzyzixyMa


  

6. .22)( 22 kxyzjxyiyxMa


  

 

 

 Вариант 3 

1.   ).1;1;3();1;2;1(;ln)(
21

222  MMzyxMu  

2.     .333:;)(  zyxPkzyjzxixMa


 

3.     .222:;2)(  zyxPkzyjxizyMa


 

4. ).0;2;1(;)(
0

2  MzxyMu  

5. ).0;2;1(;)(
0

222  MkxjyzixyMa


 

6.     .22)( kxyjyxzixyzMa


  

 

 

 Вариант 4 

1. ).2;4;3();0;0;0(;)(
21

222

  MMzeMu zyx  

2.       .2:;2)(  zyxPkzyxjxzizxMa


 

3.     .623:;22)(  zyxPkyjyxizyMa


 

4. ).1;0;3(;)(
0

2 MxyzMu   

5. ).1;0;3(;)(
0

MkyzjzixzMa


  

6.     .3)( 2222 kzyjxyizxMa


  
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 Вариант 5 

 

1.   ).3;1;2();1;3;2(;ln)(
21

 MMxzyzxyMu  

2.       .222:;222)(  zyxPkyxjzxizyMa


 

3.     .222:;6)(  zyxPkyjyxizyMa


 

4. ).3;0;1(;)(
0

22  MzyxMu  

5. ).3;0;1(;)(
0
 MkxjxyzixyMa


 

6.   .12)( kzjyzyixyzMa


  

 

 

 Вариант 6 

1. ).1;2;3();1;1;1(;1)(
21

222 MMzyxMu   

2.     .22:;2)(  zyxPkzyxjyizxMa


 

3.       .632:;32)(  zyxPkzyjzxizyMa


 

4. ).1;1;2(;)(
0

22  MyzxMu  

5. ).1;1;2(;)(
0

2  MkxyzjziyzMa


 

6.   .232)( 2kzjxyiyxMa


  

 

 

Вариант 7 

1. ).3;1;2();1;1;1(;2)(
21

22  MMxzyxMu  

2.       .632:;223)(  zyxPkxzjzyiyxMa


 

3.     .22:;3)(  zyxPkyjzxiyxMa


 

4. ).1;1;2(;)(
0

22  MzxyMu  

5. ).1;1;2(;)(
0

22  MkzjxyiyMa


 

6.       .)( 222222 kxzjzyiyxMa


  

 

 

 Вариант 8 

1. ).3;1;4();2;0;3(;)(
21

2 MMzyexeMu xy   

2.     .2:;22)(  zyxPkzjyxizyMa


 

3.     .422:;2)(  zyxPkyxjzizxMa


 

4. ).1;1;0(;)(
0

22 MxzyMu   

5. ).1;1;0(;)(
0

2 MkzxjxyzixzMa


  
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6.   .)( 2kzjyxiyzMa


  

 

 

Вариант 9 

1. ).4;1;3();2;1;1(;3)(
21

22  MMxyzzxyMu  

2.     .222:;3)(  zyxPkzyjyiyxMa


 

3.     .22:;3)(  zyxPkyjyxizxMa


 

4. ).1;2;0(;)(
0

22  MzyyxMu  

5. ).1;2;0(;)(
0

2  MkxzjzyixyMa


 

6.       .)( kyxjzxizyMa


  

 

 

 Вариант 10 

1. ).9;3;9();1;1;1(;5)(
21

222  MMyzzxyyzxMu  

2.     .22:;22)(  zyxPkzxjyizyxMa


 

3.     .422:;2)(  zyxPkxjyxizyMa


 

4.   ).2;1;0(;)(
0

MzyxMu   

5. ).2;1;0(;)(
0

MkzyjyixzMa


  

6. .223)( 22 kxyzjxyiyxMa


  

 

 

Вариант 11 

1. ).1;2;3();2;2;1(;)(
21222




 MM
zyx

x
Mu  

2.     .22:;2)(  zyxPkzjyxizyMa


 

3.       .22:;32)(  zyxPkzxjyxixzMa


 

4. ).1;2;1(;)(
0
 MxzxyMu  

5. ).1;2;1(;)(
0

222  MkzjxyiyMa


 

6.       .2)( kxzjzyiyxMa


  

 

 

Вариант 12 

1. ).4;1;2();1;1;3(;2)(
21

22  MMzxyzzyMu  

2.     .222:;222)(  zyxPkzyxjzyixMa


 

3.       .2:;22)(  zyxPkzxjxyizxMa


 

4. ).1;1;1(;)(
0

2  MyzxMu  

5. ).1;1;1(;2)(
0

22  MkzjxyixyMa

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6.     .2)( kxyjzyxzixyzMa


  

 

 

Вариант 13 

1. ).4;1;5();2;1;1(;2)(
21

222  MMxyzzyxMu  

2.     .6223:;32)(  zyxPkzjzyizxMa


 

3.     .632:;72)(  zyxPkzyjzizyxMa


 

4. ).0;1;2(;)(
0

MxyzMu   

5.   ).0;1;2(;)(
0

MkxzjyziyxMa


  

6. .)( kxyjxziyzMa


  

 

 

Вариант 14 

1.   ).1;5;3();1;1;1(;1ln)(
21

22  MMzyxMu  

2.     .42:;234)(  zyxPkzyjzyxixMa


 

3.       .6223:;2)(  zyxPkzxjzyiyxMa


 

4. ).1;0;4(;)(
0

2 MxyzMu   

5.   ).1;0;4(;)(
0

MkxzjzyixyMa


  

6.   .236)( 2 kzjyxixyMa


  

 

 

Вариант 15 

1. ).6;2;3();1;2;1(;542)(
21

222  MMzyxMu  

2.     .824:;322)(  zyxPkzjyxixzMa


 

3.     .222:;34)(  zyxPkzyjzyxizMa


 

4. ).2;0;3(;2)(
0

2  MyzxMu  

5. ).2;0;3(;)(
0

2  MkzxjzyixMa


 

6.     .22)( kyzjxyxiyzxMa


  

 

 

Вариант 16 

1.   ).3;1;4();0;3;1(;1ln)(
21

33  MMzyxMu  

2.     .222:;34)(  zyxPkzyjzyxizMa


 

3.     .824:;322)(  zyxPkzjyxixzMa


 

4. ).4;0;1(;)(
0

2 MyzxMu   

5.   ).4;0;1(;)(
0

22 MkxjyziyxMa


  

6.     .3)( kxzjxyzizyMa


  
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Вариант 17 

1. ).4;3;2();0;5;4(;2)(
21

MMeyxMu z   

2.       .6223:;2)(  zyxPkxzjzyiyxMa


 

3.     .42:;234)(  zyxPkzyjzyxixMa


 

4.   ).4;1;0(;)(
0

2  MzyxMu  

5. ).4;1;0(;)(
0

 MkyzjyixzMa


 

6.       .)( 22 kyxjzxizyMa


  

 

 

Вариант 18 

1. ).3;0;1();4;2;2(;3)(
21

 MMxyzxMu y
 

2.     .632:;72)(  zyxPkzyjzizyxMa


 

3.     .6223:;32)(  zyxPkzjzyizxMa


 

4.   ).2;2;2(;)(
0

2 MyzxMu   

5. ).2;2;2(;)(
0

MkyzjxixyMa


  

6.     .32)( kzyjxziyxMa


  

 

 

Вариант 19 

1. ).0;2;5();1;3;2(;3)(
21

32  MMyzxMu  

2.       .2:;22)(  zyxPkzxjxyizxMa


 

3.     .222:;222)(  zyxPkzyxjzyixMa


 

4.   ).3;1;4(;)(
0

22  MzyxMu  

5.   ).3;1;4(;)(
0

 MkxjxyziyxMa


 

6.   .)( 22 kyxjyxzizMa


  

 

 

Вариант 20 

1. ).3;4;2();2;0;5(;)(
21

2

  MMeMu zxy  

2.     .422:;2)(  zyxPkxjyxizyMa


 

3.     .22:;2)(  zyxPkzjyxizyMa


 

4.   ).0;1;4(;)(
0

22  MyzxMu  

5.   ).0;1;4(;)(
0
 MkyjyziyxMa


 

6.     .3443)( 22 kzjyxxiyxxyMa


  
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Вариант 21 

1. ).1;1;1();4;1;3(;)(
21

 MMxMu yz  

2.       .22:;32)(  zyxPkzxjyxixzMa


 

3.     .22:;22)(  zyxPkzxjyizyxMa


 

4.   ).1;0;3(;)(
0

22 MzyxMu   

5.   ).1;0;3(;)(
0

2 MkxyzjzizyMa


  

6.     .23cos23cos36)( 2 kzyjzxixMa


  

 

 

Вариант 22 

1.   ).3;1;0();1;2;1(;)(
21

3222  MMzyxMu  

2.     .22:;3)(  zyxPkyjyxizxMa


 

3.     .222:;3)(  zyxPkzyjyiyxMa


 

4.   ).0;3;1(;)(
0

22 MzyxMu   

5.   ).0;3;1(;)(
0

2 MkzyxjziyzMa


  

6.       .2)( kzxjyziyxMa


  

 

 

Вариант 23 

1.   ).2;7;3();0;5;1(;)(
21

 MMyxMu
z

 

2.     .422:;2)(  zyxPkyxjzizxMa


 

3.     .2:;22)(  zyxPkzjyxizyMa


 

4.   ).1;2;1(;)(
0

22  MzyxMu  

5. ).1;2;1(;)(
0

22  MkzjxzizMa


 

6.     .33)( 22 kzjyxizxMa


  

 

 

Вариант 24 

1. ).0;5;12();1;2;0(;3)(
21

22  MMzzyyxMu  

2.     .22:;3)(  zyxPkyjzxiyxMa


 

3.       .632:;223)(  zyxPkxzjzyiyxMa


 

4. ).1;0;0(;3)(
0

222 MzyxMu   

5.     ).1;0;0(;)(
0

MkxyjzxixyMa


  

6.     .222)( kxyzjyxziyzxMa


  
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Вариант 25 

1. ).1;0;2();2;2;1(;
1

10
)(

21222
MM

zyx
Mu 


  

2.       .632:;32)(  zyxPkzyjzxizyMa


 

3.     .22:;2)(  zyxPkzyxjyizxMa


 

4. ).2;1;1(;)(
0

22  MyzxMu  

5.   ).2;1;1(;)(
0

2  MkzxjyxixzMa


 

6.     .43)( 2 kzxjyxixMa


  
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никс, 2005 – 414 с. 

2. Выгодский М. Я. Справочник по высшей математике – М: Джангар, 

Большая медведица, 1999 – 864 с. 

3. Данко П. Е., Попов А. Г., Кожевникова Т. Я. Высшая математика в уп-

ражнениях и задачах:  учебное пособие для вузов в 2 ч. – М.: Высшая 

школа, 1996. 

4. Задачи и упражнения по математическому анализу. Под ред 

Б.П.Демидовича. Учебное пособие для втузов. – М.: Наука, 1978. – 480 

с. 

5. Кудрявцев В.А. Краткий курс высшей математики: учебное пособие/ 

В.А.Кудрявцев, Б.П.Демидович.– М.: Наука, 1986.–660с.  
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Айрис-пресс, 2002. 
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– 495 с.  
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– М.: Высшая школа, 2003. – 479 с. 
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ПРИЛОЖЕНИЯ 

 

 

Таблица производных простых функций: 

1)   1
 nn xnx , где n– любое действительное число;          

1а)   
x

x
2

1



;                                           1б) 
2

11

xx












 

2)  
ax

xa ln

1
log





;                                       2а)  
x

x
1

ln 


; 

3)   aaa xx ln


;                                            3а)   xx ee 


; 

4)   xx cossin 


;                                            

 5)   xx sincos  ; 

6)  
x

xtg
2cos

1
 ;                                            

7)  
x

xctg
2sin

1
 ; 

8)   )1(
1

1
arcsin

2






x
x

x ;     

9)   )1(
1

1
arccos

2



 x

x
x ; 

10)  
21

1

x
xarctg


 ;                                   

11)  
21

1

x
xarcctg


 . 

 

 

 

Таблица производных сложных функций. 

1)   uunu nn 
 1 , где n – любое действительное число;    

1а)    u
u

u 


2

1
;                                     1б) 

2

1

u

u

u














 

2)   u
au

ua






ln

1
log ;                                2а)   u

u
u 
 1

ln ; 

3)   uaaa uu 


ln ;                                      3а)   uee uu 


; 

4)   uuu 


cossin ;                                    

5)   uuu  sincos ; 
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6)   u
u

utg 
2cos

1
;                                   

7)   u
u

uctg 
2sin

1
; 

8)   u
u

u 





21

1
arcsin ;                           

 9)   u
u

u 



21

1
arccos ; 

10)   u
u

uarctg 



21

1
;                             

11)   u
u

uarcctg 



21

1
. 

 

 

Основные правила дифференцирования: 

1) 0)( С ;                                    2)   vuvu  ;                

3)   vuvuvu                         4)  
2v

vuvu

v

u 










                      

5)   uCCu 


                                6) 
2v

vC

v

C 












 

 

 

 

Таблица неопределенных интегралов: 

 

1.   Cxdx                            8.   Cctgx
x

dx
2sin

 

2. 1,
1

1







 nC
n

x
dxx

n

n
        9.   Cedxe xx

 

 3.   Cx
x

dx
ln                    10.   1,0,

ln
aaC

a

a
dxa

x

x
 

4.   Cx
x

dx
2                       11.  


C

a

x
arctg

axa

dx 1
22

 

5.   Cxxdx sincos              12.  






C

ax

ax

aax

dx
ln

2

1
22

 

6.   Cxxdx cossin           13. C
a

x

xa

dx



 arcsin

22
 

7.   Ctgx
x

dx
2cos

                   14.  


Caxx
ax

dx 2

2
ln  
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Правило перехода от декартовых координат к полярным координатам  

в двойном интеграле: 

 

 
 

Правило перехода  от декартовых координат к цилиндрическим  

координатам в тройном интеграле: 

 

 
 

Правило перехода от декартовых координат к сферическим координатам  

в тройном интеграле: 

 

 
 

 

 

Поверхности в пространстве 

 

1) Уравнение плоскости в отрезках на осях: 1
c

z

b

y

a

x
. 

  

 
 

2) Уравнение кругового цилиндра: 222 Ryx   (в основании лежит круг). 
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3) Уравнение параболического цилиндра: pzx 22  . 

 

 
 

4) Уравнение гиперболического цилиндра: 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

 

 

 
 

5) Уравнение конуса: 222 zyx  . 
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6) Уравнение эллипсоида: 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
;  

      уравнение сферы: 2222 Rzyx  . 

 

 
 

7) Уравнение однополостного гиперболоида: 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 
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8) Уравнение двухполостного гиперболоида: 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

 

 

9) Уравнение эллиптического параболоида: z
q

y

p

x
2

22

 . 

 

 
 

10) Уравнение гиперболического параболоида: z
q

y

p

x
2

22

 . 
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